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摘要 

    本研究的目的在於發展與探討動態幾何軟體 GeoGebra 融入高二學

生學習幾何概念的教學設計歷程，透過現職數學教師的建議與學生試

做後的觀點作為改進的參考依據，設計出一套適合高二學生學習「空

間幾何概念」的數學課程。 

本課程包括四個單元：空間中的基本幾何概念、三垂線定理與二

面角、認識空間中的多面體與空間中的坐標表示。研究於進行期間資

料的蒐集包括課後作業、學習回饋、問卷訪談與教學手札。研究者針

對此軟體之功能及幾何概念教學的特質進行研發教學設計，於課程試

做後，將這些資料分別對於課程內容的設計、學生的接受程度與學習

轉變進行評估與修訂。 

    經分析後，四個單元的課程試做結果發現如下：在單元一中，藉

由 GGB 軟體的輔助教學，對於學生在空間中點線面概念結構的理解是

有幫助的。在單元二中，GGB 課程的協助，增加了學生對於空間中圖

形的想像與邊角關係（畢氏定理）的推論。在單元三中，透過 GGB 軟

體的教學協助，可以增加學生對於空間中圖形的理解以及對於各種題

型的解題策略。在單元四中， GGB 軟體教學有利於學生將空間中的抽

象思考轉化成為具體圖像思考，也順帶釐清先前的學習錯誤迷思。 

整體而言，參與本研究的教師與學生對於 GGB 融入數學學習大部

分都持正向肯定的態度。因此，善用學校的資訊設備，能夠讓上課更

為活潑，甚至可以培養學生學習將問題數學化，解決遇到的難題。透

過軟體輔助，學生較能把數學文字抽象問題具象化，進而思考更恰當

的解決方法。 

關鍵詞：高二幾何教學設計、動態幾何環境、GeoGebra、幾何探索、

空間概念   
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Abstract 

The aim of this study is to develop and investigate the integration of the 

dynamic geometry software GeoGebra (GGB) into eleventh grade students’ 

learning of geometric concepts in high school. The researcher designed a set of 

mathematics activities using references from research based materials and 

suggestions from several high school mathematics teachers. 

The curriculum includes four units: basic geometric and spatial concepts, 

theorem of three perpendicular lines and dihedral angle, understanding of 

polyhedron, and coordinate system in three dimensions. Research data including 

homework, learning feedback, questionnaire/ interviews and teaching log. After 

teaching the course, the researcher assessed and revised the course content using 

results from students’ acceptance levels and learning outcomes. 

Data analyses on the try-out of four units yielded results as follows: In unit I, 

students' concept on space or surface structure were assisted by instruction using 

GGB software. In unit II, the provision of GGB activities increased students' 

imagination of graphic on space and the inference corners in relation graph 

(Pythagorean Theorem). In unit III, students showed   understanding of spatial 

graphics and problem solving strategies for various kinds of questions. In unit IV, 

GGB instruction can help students to convert abstract thinking into concrete 

image thinking on space.  Incidentally, GGB software also clarify prior learning 

error myth of students. 

In all, teacher and students participating in this study gave a positive attitude 

to the integration of GGB into geometric learning. With the inclusion of GGB, 

students can translates abstract mathematical word problems into concrete 

images, and find appropriate solution. 

Keywords: 11th grade Geometry Instructional Design, Dynamic Geometry, 

GeoGebra, Geometric investigation, Spatial concepts 
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第一章 緒論 

本章內容分別針對本研究之研究動機、研究目的與研究問題以及

名詞釋義共三個部分進行描述與探討。 

 

第一節 研究動機 

隨著資訊時代的來臨，教育部於 2008 年提出「教育部中小學資

訊教育白皮書」，以善用資訊科技、激發創意思考、共享數位資源、

保障數位機會為主軸，希望打造資訊校園。此外，教育部為了讓資訊

融入教育的資源更為豐富，每年特別舉辦「全國中小學資訊融入教學

創意競賽」，希望透過競賽，提昇國中小教師將資訊科技應用於各學

習領域教學的能力，並增進學生學習效果（教育部電子報，2011）。 

現今的教學方式，除了透過教師寫板書、學生抄筆記的方式外，

更可以將資訊科技融入教學活動中。電腦、電子白板、校園網路等，

成為教學的基本設備，而時下流行的臉書（Facebook）、部落格，若

有技巧性地去使用，也能成為學生學習的另一種輔助工具。 

然而，雖然有最新的資訊科技工具，但若是不會使用、或是不去

用它，那麼建置再多、再新的 e 化教室也是徒然（余姿瑩，2013）。

教育部於 97 年起與各科學者合作，期待能以系統化發展高中各學科

資訊融入教學教材為目標，藉由分工規劃共同發展符合高中教學現場

需求之教材，促進教學資源分享及資訊融入教學（教育部，2009）。

此外，教育部（2014）也鼓勵各校提供及分享所屬教師教學資源與心

得，提供全國教師資訊融入各學科教學更豐富的教學資源，經由資訊
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融入學校的引領及協助，提昇學校資訊教育的水準。 

以數學這個科目來說，在中小學裡早已成為最不受歡迎、最枯燥

乏味、最沒有成就感的科目（楊淑芬，1992）。如何讓學生重拾信心

與學習動力，是我們身為教育工作者必須要去思考的問題，尤其是對

於那些學習興趣低落的學生而言，我們更應該要想辦法幫助他們找到

適合的學習方法。美國數學教師協會 NCTM ( 2000) 即指出，科技在

教師教學與學生學習數學上是必要的，它影響著教師的教學以及增強

學生的學習態度。 

    幾何是一門探討空間關係與邏輯推理的數學。幾何概念與表徵是

數學與其實世界溝通的重要方式且與數學其它領域緊密連結（左台益、

梁勇能，2001）。陳俊廷（2002）在「高中學生空間向量學習困難的

診斷測驗工具發展」研究中指出，目前國內的數學課程中，尤其是到

了高中二年級階段，因空間向量的課程出現，在此階段已非單純的平

面問題，而是較為複雜的空間問題。若學生在處理空間中問題時，無

法正確地將問題分類及統整，則不僅很難求出答案，甚至會陷入錯誤

的解題概念而不自知，造成學習上的困擾。例如現場教師們常覺得頭

痛的單元是「空間幾何概念」，每每教到這個單元時，以往傳統的板

書教學已不敷使用，教師們無不使出渾身解數，利用各個道具，例如

幾何模型、各式各樣的紙盒、氣球等等，為的就是要讓學生能夠具體

地學習空間幾何的概念，而非憑空想像。 

    在幾何學習活動中，學習者需在腦海中作用空間推理的思考過程，

而空間視覺化可被用來作為瞭解抽象幾何概念和知識的基礎

(Yakimanskaya , 1991)，以減輕個體在工作記憶區的負擔。陳俊廷
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（2002）在研究中更進一步發現，學生在空間上有學習上的困難，並

不是學生自己的推想能力或是思考判斷力不足，而是因為對某些空間

概念與某些空間向量的知識背景了解不夠而導致；教師若仍用傳統的

教學法，那麼學生原有的想法不易被改變，常會有先入為主的觀點。 

綜合以上所述，本研究嘗試以動態幾何軟體 GeoGebra 融入高中

幾何課程做教學活動設計，特別是針對空間幾何圖形作圖方面，希望

學生藉由軟體輔助學習的過程中，能夠將抽象的空間幾何概念思考轉

化成為具體的圖像思維，並且能夠增加學生在數學學習上的參與度。 

 

第二節 研究目的與研究問題 

壹、研究目的 

本研究者的主旨在使用動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學，

在設計的過程中再經研究者省思後得以修正課程。此外，研究者亦深

入學生的學習課堂中，觀察學生對於動態幾何軟體 GeoGebra 融入數

學教學的想法，並且以這些想法作為參考資料，使研究者進行分析實

施課程時在教學過程中的利弊得失。 

因此本研究將使用動態幾何系統GeoGebra融入於高中二年級數

學「空間概念」單元實施課程教學設計，以期達到下列具體目的：  

一、探究 GeoGebra 融入高二數學幾何概念教學教材的適切性。 

二、分析學生對於 GeoGebra 融入數學教學後的接受程度。 

三、探討執行實施 GeoGebra 融入數學教學試作後，研究者對於課程
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設計的省思與修訂建議。 

 

貳、研究問題 

    根據上述研究動機與目的，本研究研擬的研究問題如下： 

一、探究 GeoGebra 融入高二數學幾何概念教學教材的適切性為何？ 

二、分析學生對於 GeoGebra 融入數學教學後的接受程度為何？ 

三、探討執行實施 GeoGebra 融入數學教學試作後，研究者對於課程

設計的省思與修訂建議為何？ 

 

第三節 名詞釋義 

壹、動態幾何系統 GeoGebra 

    本研究使用的 GeoGebra 軟體是一種動態幾何系統軟體，其繪圖

的基本元素包括點、線、面、多邊形、向量、圓錐曲線與函數等，可

以提供學習者製作動態幾何物件的建構，讓幾何物件以動態呈現。相

較於其他需要付費的動態幾何系統軟體，GeoGebra 是免費的，對於

學生而言，不需要擔心軟體費用的問題。GeoGebra 的發展，目前已

開拓至版本 5.0，增加了 3D 操作的功能，使得數學課堂教學展現新

的契機，更能輔助學習者思考。此外，在本研究中研究者使用的版本

為可攜式的 GeoGebra 4.9，於課堂使用上較為方便，學生放學後也可

以自行在家練習。 
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貳、數學幾何概念 

本研究的數學幾何概念是針對高二數學「空間幾何概念」的學習，

其內容是以教育部（2013）修訂的普通高級中學必修科目「數學」課

程綱要與南一版、龍騰版高中數學第四冊教材作為設計的依據。其中

「空間幾何概念」所包含的課程內容有：空間中的基本幾何概念、三

垂線定理與二面角、空間中的多面體以及空間中的坐標表示，共有四

個課程。 

參、教材的適切性 

本研究指的「適切性」，是指在四個課程的試做過程中，透過觀

察學生在課堂上與教學者的互動，瞭解 GeoGebra 軟體融入高二數學

幾何概念的教學教材是否適合此階段學生學習，並且加以探討

GeoGebra 軟體輔助教學的優點與缺點。 

肆、學生對於教學後的接受程度 

    本研究中學生接受程度，是指在四個課程的試做後，藉由學生上

課的反應（記錄於教師手札）與課後的回饋（包括學習回饋單與學習

心得問卷），瞭解學生對於 GeoGebra 軟體融入數學教學後的看法，並

且加以探討學生使用 GeoGebra 軟體學習的優點與缺點。 

 
  



6 
 

 



7 
 

第二章 文獻探討 

本研究旨在探討以電腦動態幾何軟體 GeoGebra 輔助教學，對於

高二學生在空間幾何概念的學習中所產生的影響與轉變，並且進一步

探究學生對於 GeoGebra 融入數學教學後的接受程度，以作為未來教

學上的參考依據。本章共分四節來探討：第一節為電腦輔助教學於數

學課室、第二節為動態幾何軟體 GeoGebra 的優勢探索、第三節為

GeoGebra 融入數學教學的相關研究、第四節為動態幾何軟體

GeoGebra 融入幾何教學之分析。 

 

第一節 電腦輔助教學於數學課室 

壹、電腦輔助教學的意義與其優勢 

科技發展至今，電腦教學軟體的研究使用與網路的普及，使得現

今的教學方式趨向多元化。郭重吉（1997）在過去研究中指出，電腦

輔助教學是要建立一個適當的學習環境給學習者學習，因此，在設計

電腦輔助學習課程時，必須參考相關的學習理論與教學理論，方能設

計出真正有益於學生學習的電腦學習環境。而游惠美、孟瑛如（1998）

認為電腦輔助教學是在教學過程中，將電腦當做是一種幫助教師和學

生學習的工具，試圖改進教學的一種方法。簡而言之，在電腦輔助教

學中的軟體使用，其實是用來輔助一般正式教學的不足，而非用來完

全代替教師教學。 

一般而言，大家普遍認為電腦輔助教學與資訊科技融入教學意義
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上是一樣的。然而，徐新逸（2003）將資訊科技融入教學分為狹義與

廣義兩種定義：狹義意指應用資訊科技的技術；而廣義則是應用系統

化教學設計的科學方式，以達成預設之教學目標，並且提供學習者有

意義的學習歷程，進而增進較佳的教與學之轉變。於此定義，電腦輔

助教學看起來是偏向狹義定義的範疇。而根據王全世（2000）的觀點，

資訊科技在教學中可分為五個等級，分別從等級 0 至等級 4： 

 無（等級 0）：教學過程中沒有使用任何的資訊科技。 

 分離（等級 1）：資訊科技被用來教學生如何使用資訊科技，與其

他課程沒有連結或連結很低。 

 補充（等級 2）：師生偶爾使用資訊科技來教與學，被視為補充的

角色。 

 支援（等級 3）：在大部分的學習活動中需要用到資訊科技，在教

學中視扮演支援的角色。 

 整合（等級 4）：在日常的教學活動中，師生很自然地使用資訊科

技來教與學。資訊科技被視為是一項工具、一個方法或一種程序，

在任何時間、地點都可以用來尋找問題的解答。 

等級 3 與等級 4 看似相同，但是等級 4 在層次上略高一等，較注

重的是利用資訊科技來達到整合的效果，並且能夠順利解決問題，而

不只是輔助的角色。從上面的等級標準來看，電腦輔助教學充其量只

能到達等級 3，而資訊科技融入教學則可以達到等級 4 的最高境界。

由此可看出，電腦輔助教學與資訊科技融入教學在意義上仍然是有明

顯的差異性存在。表 2-1 為資訊科技融入教學與電腦輔助教學比較。 
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表 2- 1  資訊科技融入教學與電腦輔助教學比較 

比較項目 資訊科技融入教學 電腦輔助教學 

概念與精神 強調融入與整合，代表的是整個

教學過程。 

只是輔助工具，不能代表

整個教學過程。 

資訊科技在 

教學中的角色 

不可缺少的工具，並可以延伸為

一個方法或一個程序。 
輔助的媒體或工具。 

涵蓋的範疇 較廣，包含電腦輔助教學。 
較窄，為資訊科技融入教

學的一部分。 

目的 1、培養學生資訊素養。 

2、培養運用科技與資訊的能力。 

3、提昇教學品質。 

1、輔助教師教學。 

2、提昇教學品質。 

實施 較複雜、困難。 較簡單、容易。 

資料來源：王全世（2000）。資訊科技融入教學之意義與內涵。 

過去許多文獻指出，電腦輔助學習系統應建構在學習理論、學習

環境、學科內容及現代資訊科技上，再經過分析、規劃、設計、發展、

評估及修正等階段不斷反覆的回饋修正而成。有效的電腦輔助學習課

程軟體，首先要探討相關學習理論，同時分析建構學科內容，選擇適

當的編輯工具並充分運用資訊科技技術，再進行系統的整合（戴文雄，

1998）。邱貴發（1996）則認為電腦輔助學習的核心概念是指在某個

文化社會環境中，以領域知識為主幹，運用合適的學習理論及電腦科

技輔助該領域知識的學習。根據這些概念，學習理論和電腦科技都是

依據領域知識而選用的，使用電腦輔助學習的研究者應在充分了解文

化社會環境的前提下，把電腦科技和學習理念整合到領域知識的學習

過程中。 

1960 年代後期，心理學家發現學習者的內在認知結構與建構知

識的過程才是學習成功的關鍵（余酈惠，2002），以下便從認知理論

談起。 
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電腦輔助教學的方法與設計深受認知心理學之主要理論的影響

(Alessi & Trollip, 1991)。認知學習論的主張，將學習視為演繹

(deduction)的歷程（由普遍原則到特殊事例），認知心理學家們視學習

為個體對事物經由認識、辨別、理解，從而獲得新知識的歷程，在此

歷程中個體所學到的是所謂的認知結構（張春興，2011）。在這整個

學習的歷程中，學習者的角色必須由被動的訊息接受者變為主動而積

極的參與者，以建構自己的知識（沈中偉，1995）。 

認知心理學家 Mayer 將電腦多媒體學習，定義為利用文字（包

含書寫印刷的視覺文字與口述的聽覺文字）或圖片（靜態圖片、動畫

及影片）的學習( Clark & Mayer, 2008)。Mayer (2002) 與多位專家以

Paivio (1990) 的雙碼理論( Dual-Coding Theory) 為基本，提出「多媒

體學習認知理論」( A Cognitive Theory of Multimedia Learning )，並做

了三種基本假設，分別為：雙通道假設、有限容量假設、主動學習假

設，並進一步提出訊息處理中必經的三個心理認知過程( Clark & 

Mayer, 2008)，分別為選擇、組織與整合。 

與傳統講述法相比，電腦輔助教學的優勢在於較能夠引起學生學

習的注意力，並且可以針對學生的個別差異做適性的調整。林保平

（2008）以教學教具觀點提出電腦輔助教學應有的特質：(1)能針對

數學課程中的各個主題能做適度的橫向連結、(2)具一般性、(3)具多

重表徵的呈現、(4)動態可操作、(5)具自動化功能、(6)使用的彈性、

(7)不排他。此外，根據 Burns &  Bozeman (1981)，以後設分析方法

進行電腦輔助學習的調查研究顯示，電腦輔助教學比傳統教學優越，

但若混何使用，其效果會特別顯著( Dalton & Hannafin, 1988)。 
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貳、電腦輔助教學應用於數學課堂 

綜觀國內外文獻，許多研究專研於電腦輔助教學應用於數學領域

上的影響與成效，而且多數都認為使用電腦輔助教學不僅對於提昇學

生在數學學習上有所幫助，學生對於利用電腦輔助教學也大多抱持著

肯定的態度（林保平，2008）。 

數學發現的過程是一個猜測、檢驗與改進的過程。在教學的過程

中，教師如何將抽象概念轉為具體思考是課堂的重要任務之一。以電

腦輔助教學而言，最常見的方式是使用電腦套裝軟體於輔助學生做觀

察式學習，在課堂上的數學概念操弄會使學生受到視覺化圖像變化的

刺激，進而協助學生在觀察學習過程中做出有意義的猜測

(Hohenwarter et al, 2008)。 

數學概念包括一系列有意義的情境，是由基本關係組成的不變性

以及用表徵形式呈現的符號( Vergnaud, 1987)，說明了數學的學習，

涵蓋了數值的、代數的、圖形的以及語意的各種表徵的交互應用

( Kaput, 1992)。而電腦視窗環境可同時包含文字、圖形、靜態畫面、

動態畫面等訊息，透過適當的設計，將數學概念以這些形式來呈現，

使得數學概念的基本關係外顯出來，不同表徵間的變化情形用連結的

方式同時變化，並在視窗中展現多重表徵間的連結（左台益、蔡志仁，

2001）。 

以幾何課程來說，幾何探索的過程中個體通常會透過圖像操作和

邏輯論述進行幾何思考。在過去的研究也指出幾何的本質同時包含了

圖形性與概念性的特徵，圖形性特徵是指視覺化可操作，概念性特徵
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是指可邏輯推理與論述( Fischbein, 1993)。而幾何活動是複雜的認知

過程，包含了構圖、視覺化與推理，發展視覺表徵與推理能力有利於

各種不同的認知歷程的交互作用( Duval, 1995)。 

動態幾何環境如何影響學生進行幾何探索是目前一個重要的議

題。Battista (2007)在關於電腦環境的研究針對過去這 20 年來的研究

進行了整理與論述，尤其是在關於電腦環境對於幾何學習的研究上，

他認為在電腦環境中有兩個特徵需要特別去注意，第一是探索特定的

幾何圖形，其次是圖形的重構可以幫助幾何學習。雖然多數研究顯示

動態幾何環境能夠增進與支持重要的學習，但在目前的研究中不知道

增加幅度的影響，更不知道在動態幾何環境下學習與在紙筆環境下學

習時如何不同。因此，需要更多的比較研究，以量的去探究一般性，

而質的則是去探究歷程上的差異（許舜淵、胡政德，2014）。 

在現代教育中教師所扮演的角色不再只是傳統的「知識講述者」，

而是帶領學生學習與觀察推演的「引導者」（游正祥，2011）。Bussi 

(1996) 認為教學活動的核心是產生在「數學討論」時，透過發現學

習的教學活動設計的目的，是將課程學習的經驗轉換為數學知識的建

構。然而，就傳統的輔助教材而言，學生的確是只能單向思考，對於

學生的啟發效果有限。不過，隨著科技的發展，近年來動態幾何系統

已被開發出來，例如：GSP、Cabri 3D、GeoGebra…等，值得特別注

意的是，利用動態幾何系統教學，教師必須跟著調整其數學信念及角

色扮演才能成功，若能將評量的方式加以修正，也有機會刺激學生去

探索數學知識（游正祥，2011）。 
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第二節 動態幾何軟體 GeoGebra 的優勢探索 

壹、動態幾何軟體簡介 

電腦提供了強大的計算與繪圖能力，使個體可運用真實數據進行

模擬或建模的活動，並且直接操弄數學物件與關係，以連結真實經驗

與數學形式( Balacheff & Kaput, 1996 )。由於概念工具的操作及產生

的動態表徵均蘊含數學概念及思維策略，因此在此一環境下它迫使使

用者激發出數學想法。這種人與資訊科技的互動方式從人機主從關係

可能轉化成雙方各自具自主意識的雙向互動關係，且數學係為其共同

的溝通語言（左台益，2012）。 

動態幾何軟體（如 Geometer Sketchpad、Cabri 或 GeoGebra 等）

所建構的學習環境，其工具本身內含數學概念，而且要有效地操作此

工具也需依數學概念與思維策略來執行動作。這種在電腦螢幕上呈現

的動態影像同時具有三種本質：虛擬實境的圖像元件、數學理論的幾

何圖形以及自電腦運算的動畫形式 （左台益，2012）。 

左台益（2012）在過去文獻中，以 Donald 認知演化四個階段與

Shaffel 及 Kaput 的虛擬文化觀為基礎，說明動態幾何軟體作為虛擬

夥伴的意義，提供教學設計參考。文中指出，動態幾何軟體具備三個

基本功能：概念性的工具、人機互動關係與動態表徵。茲將整理如下： 

 概念性的工具：作圖工具符合歐氏幾何作圖概念，在操作時受數

學思維所規範，因此也比較容易激發使用者的數學想法。 
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 人機互動關係：透過動態幾何軟體內部自主性的計算所呈現的物

件軌跡，將會激發學習者自發性的思考其呈現原因。 

 動態表徵：在動態的操作過程中，可將情境式的問題賦予其數學

意義。 

貳、動態幾何軟體 GeoGebra 的介紹與優勢 

GeoGebra 軟體是由任教於 Florida Atlantic University 的 Markus 

Hohenwarter 為數學教育所研發的數學軟體。其開發精神為 Markus 

主張的 KISS 原則( Keep it Simple and Short) ，目標在於整合代數與

幾何兩大系統（黃楷智，2011）。GeoGebra 名稱來自於 Geometry + 

Algebra，意即結合幾何( Geometry)與代數( Algebra) （林宜臻，2013）。

利用繪圖工具在右側繪圖區畫出點、線、面時，左側代數區就會同時

呈現相對應的數值或方程式；反之亦然，當下方的指令列輸入代數方

程式或函數時，繪圖區就會呈現對應的幾何圖形，如圖 2-1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2-1 空間中平面上之垂線圖形展示 
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動態幾何軟體在1993年從國外引入臺灣，臺師大團隊發展GSP、

清大全任重教授則是發展 Cabri（余姿瑩，2013）。然而，這兩套軟體

都是商業軟體，一旦離開校園就會有版權爭議的問題，一般高中師生

想自由運用與學習恐怕會有其困難之處，若要自行購買正版軟體就會

是一種負擔。2002 年，開放性軟體 GeoGebra 問世，2006 年臺師大物

理系黃福坤教授將其翻譯成中文版，2008 年由臺師大數學系左台益

教授及其團隊成員進行軟體及手冊的翻譯（林宜臻，2013）。在翻譯

的過程中，他們發現 GeoGebra 的功能比起以前增加了很多，他們認

為 GeoGebra 是一個值得發展的動態數學軟體，也可以適時地運用在

中小學的數學教材中（左台益、胡政德，2009）。 

於 2008 年之後，國內才開始陸續有比較多人使用 GeoGebra 做研

究，在這之前，常見的動態幾何軟體仍是以 GSP 為主。動態幾何軟

體 GeoGebra 會開始受到重視的原因，除了軟體的功能會不斷推陳出

新之外，其取得方便為免費無版權的問題才是其最大優勢（余姿瑩，

2013）。此外，GeoGebra 的版面、操作工具也較 GSP 豐富，對於初

學者來說，也是相對好操作的。 

動態幾何軟體 GeoGebra 目前在世界各地已迅速獲得教師之間和

世界各地研究人員普及使用，但在教學的運用上仍有其不足之處。例

如：對於電腦軟體操作不熟悉的學生，可能會不知所措，反而無法跟

上課程進度；對於剛開始接觸的教師可能因為擔心無法設計適當的教

材而不敢貿然使用。其實臺灣目前已經有很多開發完整的相關教材供

教師們參考使用，透過這些資源，教師們可以自行選擇課程與時間做

妥善的運用與安排（林宜臻，2013）。 
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GeoGebra 是一套動態幾何系統，可用點、向量、線段、直線或

圓錐曲線等工具來繪圖，當數值改變時，相對應的函數或方程式圖形

也隨之改變；另一方面來看，可直接輸入方程式和坐標，由軟體進行

數字、向量、點坐標的運算，並可求出函數的微分與積分，還可用來

算方程式的根或函數的極值。這種可直接做代數運算的功能，讓

GeoGebra 成為可處理幾何圖形的電腦代數系統（黃楷智，2011）。 

圖 2-2 為本研究使用的可攜式版本 GeoGebra4.9 的操作介面，此

介面為新版具有的功能。點開「檢視」，內容新增了「試算表」與「3D

繪圖區」，畫面中除了既有的 2D 平面繪圖區（x、y 座標平面）之外，

亦增加了 3D 立體繪圖展示區（含 x 軸、y 軸、z 軸與原點），操作工

具列也因而增加許多功能，例如已知空間中三點畫出一平面、點對稱、

多面體會圖等空間中常用之需求。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

圖 2- 2  GeoGebra 4.9 操作介面 

 



17 
 

    圖 2-3 是利用新版的 GeoGebra 可攜式版本 4.9 畫出的正立方體

圖形。透過簡單的指令操作，教師可以在螢幕上快速畫出一個正立方

體，並且以繪圖工具做簡單的線段連接達到題目的要求，除了取代傳

統板書的不便性之外，也可以節省課堂進行的時間。 

圖 2-3  正立方體圖形展示 

整體而言，動態幾何軟體GeoGebra相較於其他軟體的優勢在於：

(1)它是一個免費的開放性軟體；(2)它是一個可互動的雙向軟體；(3) 

它有一個 Wiki 論壇供大家開放討論；(4)它可以直接做代數運算的功

能，並且操作方便；(5)它可以做動態軌跡觀察（2D、3D 繪圖區）。

動態幾何軟體 GeoGebra 可以提供良好的機會將傳統的授課方式代換

成一個要求互動的課堂，給予教學現場的數學教師一個新工具的運用。

總而言之，運用 GeoGebra 上課之餘，不能僅止於觀看圖形的動態模

擬變化，宜同時讓學生操作 GeoGebra 與觀察函數圖形變化，對於提

升學生學習的成效會更有幫助。 
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第三節 GeoGebra 融入數學教學的相關研究 

整理過去在動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學的文獻中，研

究者發現，在學習成就方面的探討多是針對學科分數而言，例如：前、

後測或是段考成績；在學習態度方面則偏向引起學生課堂上的興趣為

主，較少顧及學生在動態幾何軟體 GeoGebra 融入教學的學習後，是

否能自主運用於課後練習，並且可以自行以動態幾何軟體 GeoGebra

解決日後所遇到的數學難題。學習態度良好雖然能夠提昇學生的學習

成就，但是身為教育工作者最大的目標是希望可以培養學生把問題數

學化，進而解決問題。 

研究者根據搜尋臺灣碩博士論文加值系統所蒐集到的資料，將國

內相關研究於底下作簡單的介紹。 

壹、 GeoGebra 融入數學教學相關研究之分析 

    洪慈徽（2008）在過去研究中，比較「GeoGebra 輔助教學」與

「傳統講述教學」對高中學生學習三角函數圖形單元之成效，並探討

學生經由 GeoGebra 輔助教學後的態度調查。研究方法為準實驗研究

法，採不等組前後測設計。經實驗教學與資料統計處理分析之後，結

果發現實驗組在數學學習成就與數學學習態度兩方面的表現皆優於

控制組。此外，實驗組學生對於採用電腦輔助教學持正向的態度，尤

其是高分群的學生明顯給予較多的肯定。 

姚念廷（2009）的研究是以教材開發、實務探討為主要目的。藉

由數學輔助軟體 GSP、Cabri 3D 與 GeoGebra，根據教學經驗並且融

合教學與視覺思考，開發在三維空間中呈現的圓錐節痕教材。姚念廷
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（2009）認為，任何一種套裝軟體都可以彌補用傳統方式上課（黑板）

的盲點，要讓班上全部學生都瞭解上課的內容，也許沒辦法用其中一

種來詮釋。因此，善用學校擁有的數位媒體設備，讓上課更有趣，更

貼切生活，甚至培養學生把問題數學化，進而解決問題，是他努力完

成的目標。 

    彭建勛（2010）將高中課程「空間中的平面與直線」單元，在動

態幾何學習的環境下作教學，並且探討在此環境下學生的概念結構與

解題的表徵運用，以及比較動態環境的教學方式和一般傳統的教學方

式有何異同。研究方法運用問卷與半結構性的訪談，針對訪談資料進

行深度質性分析並比較不同的教學方法其學生運用表徵的差異。研究

結果發現學生在動態幾何環境學習後，較未介入動態幾何環境教學的

學生能夠在解題策略上出現動態圖形思考，進一步解決數學問題。因

此，彭建勛（2010）建議教學者在進行教學時，可以配合動態環境的

設計，讓學生在學習空間中平面與直線的代數方程式時，能操作空間

圖形與觀察其型態結構，以強化學生對被表徵物的理解。 

    楊舜傑（2011）以 GeoGebra 繪圖軟體製作多媒體套件結合現在

教育中所謂的問題導向學習法(Problem-Based Learning)的一個教學

策略，讓學生在幾何圖形的問題中，能將複雜的問題簡化，並培養學

生建立獨立思考與解決問題的能力。研究結果發現，以 GeoGebra 為

幾何教學的工具，不論是教學硬體方面甚至是教學方式，與傳統的教

學方式相比皆有一個相當大的突破，若可以將中學幾何相關課程與之

結合，對於學生學習上會有很大的幫助。 

    游正祥（2011）透過一項長期的教學實驗，探討教師如何將動態
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幾何系統融入學校正規課程的過程，並且探討在 GeoGebra 融入課程

的學習環境中，學生的學習態度、短期與長期的學習成效和傳統教學

方法的差異性。研究結果發現藉由學生操作 GeoGebra 的圖像表徵所

得到的學習經驗比傳統教學更具學習遷移的效果，協助學生將學習經

驗應用於日後的學習，學生對於數學課程的學習較傳統的教學方式更

富有想像力，對於數學問題的解決，也較能結合文字、圖像的表徵，

思考更恰當的解決方法。 

在這些的研究中可以大致整理成兩大類型的研究：一種是探討軟

體融入教學後對學生的學習成就或學習態度的影響；另一種則是研發

適當的教材搭配軟體輔助，希望藉以彌補用傳統方式上課（板書）的

缺點。研究者認為，若能適當地將動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學

教學中，都會提昇學生的學習動機或學習態度，甚至學生的學習成就

都會有所幫助（表 2-2）。但是這些研究中多是探討動態幾何軟體

GeoGebra 融入數學教學時，學生於課堂學習後的表現（例如學習成

就、學習態度），卻可能忽略了學生在學習的歷程中所受到的轉變。 

表 2- 2  國內動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學相關研究成果 

動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學對學生學習過程的影響 

 學習成就 學習態度 學習興趣 解題能力 

洪慈徽

（2008） 
優於控制組 優於控制組 

實驗組傾向

正向支持 
 

姚念廷

（2009） 
  提昇 提昇 

彭建勛

（2010） 
提昇   提昇 

楊舜傑 

（2011） 
  提昇 提昇 

游正祥 

（2011） 
 提昇  提昇 
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貳、GeoGebra 融入數學教學常見困境 

    研究者依據相關文獻探討，歸納出國內以動態幾何軟體 GGB 融

入數學教學之常見困境，整理如下。 

一、教材設計若非教師本人設計，師生會無法融入其教學環境 

    國內目前已經有許多數學教師致力於投入設計GGB教材，許多相

關的教學內容或GGB研習資訊都可以在「台灣GGB中心」看得到。

然而，根據林宜臻（2013）的研究報告指出，國內目前以GGB融入教

學的高中教師並不多，其中有50.3%的教師是因為不知道如何有效使

用，即使有現成教材也會因為不熟悉軟體而作罷。而游正祥（2011）

再過去研究中也發現，如果教材不是老師自己製作的，老師無法感受

到作者建構的概念，上課時無法完整表達出作者的設計內涵，只能如

同錄音機一樣播放講解內容而已。 

二、授課時數受限 

    以目前國內的教育環境而言，學生承受到家長的期待的壓力與學

生個人的自我期許，為了短期的學習成就，學生選擇了速成的公式解

或特殊解法，而不去追求知識的理論背景（游正祥，2012）。因此，

教師在教學上也不敢輕忽，為了每一次的大小考試努力地在追趕課程

進度，林宜臻（2013）的報告中也指出，有教師認為使用電腦教學會

耽誤教學進度，在時間不夠用的情況下，學生無法再學習運用其他新

軟體。如果只是偶一為之尚可接受，但是需要佔用太多時間，恐怕不

是非常理想，除非課程專門給數學科指定來上 GeoGebra。 
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三、資訊設備相關問題 

    翁瑞檡（2012）認為，想要利用科技融入教學，必須先克服電腦

設備的問題與學生是否能夠熟練操作。在林宜臻（2013）的研究報告

中有老師提到，學生若不能人人操作，會降低學習興趣，所以不建議

使用 GGB 融入教學。另外，學校硬體設備是否充足也是一大考量。

學校硬體設備不能充分讓老師均能使用，操作需借用教室，比較麻煩，

而且城鄉差距過大，僅少數都會型學校可行。 

四、可能造成學生另類的學習障礙 

    林宜臻（2013）在過去研究報告中指出，有部分數學教師反對使

用 GGB 融入一般數學課堂教學，探究其原因發現，教師們認為學生

不適合在電腦教室上課，電腦教室的環境容易讓學生分心，在學生能

力無法理解的情況下，教師無法專注執行教學可能會導致上課秩序無

法掌控。另外，彭建勛（2010）也指出，在教學環境的設計上，是否

會因為未要求學生同時需注意 GGB 中幾何與代數表徵，增加學生需

要同時連結代數與幾何表徵而造成學習上的困難，引此造成學生另外

的學習障礙，會是一個值得探究的問題。 

 

第四節 高中數學幾何教材之分析 

本研究試圖將動態幾何軟體 GeoGebra 融入高中二年級的數學教

學中，研究者在本章節先針對數學學習領域目標，再就南一版與龍騰

版高中數學第四冊教材逐一分析探討，藉以找出高二課程中較適合以

動態幾何軟體 GeoGebra 融入的單元。 
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壹、高中二年級數學教材地位分析 

    本研究主要是以二年級課程為主軸，根據教育部於 2013 年公布

的高中課程 102 微調課綱，其教材綱要整理如表 2-3、表 2-4。 

經研究者參閱相關文獻後發現，幾乎所有高中單元幾乎都可以用

動態幾何軟體 GeoGebra 來協助學生學習，GeoGebra 不只扮演板書

數位化，除了將課程內容呈現，其設計也讓學生有動腦思考的時間與

空間（林宜臻，2013）。然而，尤其是到了高中二年級階段，因空間

向量的課程出現，在此階段已非單純的平面問題，而是較為複雜的空

間問題（陳俊廷，2002）。此外，空間向量的課程概念中，皆扣緊「空

間概念」做延伸，因此本研究選擇「空間概念」作為課程設計的主軸，

其中包含的課程主題為：空間中的基本幾何概念、三垂線定理與二面

角、空間中的多面體以及空間中的坐標表示。圖 2-4 為本研究的課程

分析地位圖。 
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表 2-3  普通高級中學必修科目「數學」課程綱要─數學 III 

主題 子題 內容 備註 

一
、
三
角 

1.直角三角形的

邊角關係 
1.1 直角三角形的邊角關係（正

弦、餘弦）、平方關係、餘角

關係 

 

2.廣義角與 
極坐標 

2.1 廣義角的正弦、餘弦、 
正切、平方關係、補角 

2.2 弧度，弧度量與度度量的互相

轉換 
2.3 直角坐標與極坐標的變換 

2.1 cot, sec, csc 置於數學甲 I、
數學乙 I 

2.2 將弧度量融入廣義角的教

學，強化度與弧度的轉換練

習。由引進弧度所延伸出的

問題僅限於度度量與弧度

轉換練習，不要延伸到弧長

與扇形面積。 
3.正弦定理、 
餘弦定理 

3.1 正弦定理、餘弦定理  

4.差角公式 4.1 差角、和角、倍角、半角公式4.1 不含和差化積、積化和差公

式 
5.三角測量 5.1 三角函數值表 

5.2 平面與立體測量 
5.1 可使用計算器求出三角函

數值 

二
、
直
線
與
圓 

1.直線方程式及

其圖形 
1.1 點斜式 
1.2 兩線關係（垂直、平行、相

交）、聯立方程式 

 

2.線性規劃 2.1 二元一次不等式 
2.2 線性規劃（目標函數為一次

式） 

 
 

3.圓與直線的關

係 
3.1 圓的方程式 
3.2 圓與直線的相切、相割、不相

交的關係及其代數判定 

 
3.2 不含兩圓的關係 

三
、
平
面
向
量 

1.平面向量的表

示法 
1.1 幾何表示、坐標表示，加減

法、係數乘法 
1.2 線性組合、平面上的直線參數

式 

 

2.平面向量的內

積 
2.1 內積與餘弦的關聯、正射影與

高、柯西不等式 
2.2 直線的法向量、點到直線的距

離、兩向量垂直的判定 

 

3.面積與二階行

列式 
3.1 面積公式與二階行列式的定

義與性質、兩向量平行的判定

3.2 兩直線幾何關係的代數判定、

二階克拉瑪公式 

 

資料來源：教育部（2013）。普通高級中學必修科目「數學」課程綱要。 
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表 2- 4  普通高級中學必修科目「數學」課程綱要─數學 IV 

主題 子題 內容 備註 

一
、
空
間
向
量 

1.空間概念 1.1 空間中兩直線、兩平面、及直

線與平面的位置關係 
1.1 僅作簡單的概念

性介紹 
2.空間向量的坐標

表示法 
2.1 空間坐標系：點坐標、距離公

式 
2.2 空間向量的加減法、係數乘

法，線性組合 

 

3.空間向量的內積 3.1 內積與餘弦的關聯、正射影與

高、柯西不等式、兩向量垂直

的判定 

 

4.外積、體積與行

列式 
4.1 外積與正弦的關聯、兩向量所

張出的平行四邊形面積 
4.2 三向量所張出的平行六面體體

積 
◎4.3 三階行列式的定義與性質 

 
 
 
 
4.3不含特殊技巧行列

式題型 
二
、
空
間
中
的
平
面
與
直
線

1.平面方程式 1.1 平面的法向量、兩平面的夾

角、點到平面的距離 
 

2.空間直線方程式 2.1 直線的參數式、直線與平面的

關係 
◎2.2 點到直線的距離、兩平行線

的距離、兩歪斜線的距離 

 

3.三元一次聯立方

程組 
3.1 消去法 
◎3.2 三平面幾何關係的代數判定 

 
 

三
、
矩
陣 

1.線性方程組與矩

陣 
1.1 高斯消去法（含矩陣的列運算） 1.1 重點在於矩陣三

角化的演算法 
2.矩陣的運算 2.1 矩陣的加法、純量乘法、乘法  

3.矩陣的應用 3.1 轉移矩陣、二階反方陣  

◎4.平面上的線性

變換與二階

方陣 

4.1 伸縮、旋轉、鏡射、推移 
4.2 線性變換的面積比 

 
4.2此處面積指兩向量

所張出的平行四

邊形面積 

四
、
二
次
曲
線 

1.拋物線 1.1 拋物線標準式 不含斜或退化的二次

曲線；不含直線與二

次曲線的關係（指弦

與切線）；不含圓錐曲

線的光學性質 

2.橢圓 2.1 橢圓標準式（含平移與伸縮） 

3.雙曲線 3.1 雙曲線標準式（含平移與伸縮） 

資料來源：教育部（2013）。普通高級中學必修科目「數學」課程綱要。 
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已習教材 本研究教材 未習教材 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

圖 2-4  本研究之課程分析地位 

 

貳、課程目標 

    根據教育部於 2013 年修正的「普通高級中學必修科目數學課程

綱要」，其數學課程欲達成的目標為： 

一、培養學生具備以數學思考問題、分析問題和解決問題的能力。 

二、培養學生具備實際生活應用和學習相關學科所需的數學知能。 

三、培養學生欣賞數學內涵以簡馭繁的精神和結構嚴謹完美的特質。 

此外，教育部另規劃選修數學課綱，提供學生適才適性的學習機

會，針對不同學生的需要，選修課程共分四類：標準課程、基礎課程、

統整課程和進階課程。其中有一個即是將「數學軟體」納入選修數學

的進階課程中，目的在於使學生學習以數學軟體解決問題。 

直線與直線的關係 

 

直線與平面的關係 

三垂線定理 

與兩面角 

空間中的多面體 

空間中的坐標表示 

平面幾何 

畢氏定理 

平面直角坐標 

三角函數 

空間中兩點距離公式 

空間向量 

平面方程式 

空間中的直線方程式 

平面向量的 

係數積與內積 
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    而根據龍騰版普通高級中學數學第四冊教師手冊，針對「空間概

念」單元之教學目標，整理如表 2-5。 
 

表 2- 5  本研究選擇單元之課程目標 

課程內容 課程目標 

空間中的 

基本幾何概念 

(1)能了解直線與直線的關係，包含兩歪斜線。 

(2)能了解直線與平面的關係，包含直線與平面垂直。 

三垂線定理 

與二面角 

(1)能了解平面與平面的關係，包含兩平面夾角。 

(2)能了解三垂線定理及其基本應用。 

空間中的多面體 能利用過去平面的先備知識解決空間中所遇到的問題。 

空間座標系 能了解空間坐標系，並且能自行運用坐標表示。 

 

    綜合上述文獻探索與分析，我們可以了解到對於空間概念的教學，

在傳統的教法上有其困難與限制，身為教師的我們要能夠有所變通。

在這資訊爆炸的時代，以多元的教學方式改善傳統教學模式，藉以提

昇學生的學習意願，並且適時地引導、幫助學生。透過動態幾何軟體

GeoGebra 教學，在圖形呈現方面，可以彌補學生僅從黑板的平面圖

形學習時，因為缺少一個維度所造成的知覺障礙與錯誤。換言之，以

動態圖像呈現，能夠使缺少的維度以一個虛擬的維度做呈現補強。因

此，本研究欲探討的問題是：在動態幾何軟體 GeoGebra 融入高二數

學幾何教學後，是否加深學生對於空間幾何概念的學習印象？並且探

討學生在學習之後對於課程的接受程度為何？
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第三章 研究方法 

本章將依據前兩章所研擬的研究目的與研究問題，進行研究設計 

的說明，共分四節作介紹：第一節為研究架構、第二節為研究參與者、

第三節為研究程序、第四節為研究流程。 

 

第一節 研究架構 

本研究架構分為三個階段，研究者首先設計課程，再經現職教師、

試教學生以及研究者反覆設計修改後，最後進行大班樣本學生的數學

課程教學試做，整理如圖 3-1。 

 

圖 3-1  研究架構圖     
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第二節 研究參與者 

壹、課程試做之教學者 

    本研究中，研究者除了自行設計課程之外，同時也擔任研究現場

的教學者。研究者目前於高雄市某高中擔任數學科兼課教師，教學至

今已經有 2 年的教學經驗。曾在實習期間，擔任 GSP 特色課程小助

教，發現學生容易在學習幾何時，常陷入錯誤的學習觀念而不自知，

造成學習上許多的錯誤迷思。因此，研究者嘗試透過本次的論文研究，

找出教學現場常見的困境，並且也增進自己的教學能力。 

貳、課程試做之學習者 

    本研究挑選的五位試教學習者，是研究者去年教過的學生，現階

段為高中二年級。根據學生前一年的數學學業成績與數學課堂學習表

現，分為高、中高、中低程度各兩位學生。研究者試教的目的主要是

檢測課程以供不同能力的學生使用。研究者先選取中、高程度的學生

進行試教，希望能夠透過中、高程度的學生對於課程的瞭解，慢慢進

行課程的修正。最後，對低成就感的學生再做一次課程試做，修訂課

程後使課程的進行更簡潔明瞭，讓該教材能發揮最大的效能。 

參、大班教學試做之研究對象 

    研究者將個別試做後的改版課程，另再安排一次大班教學，藉以

探究本課程內容設計是否適合在大班中教學。本研究的大班教學試做

對象為參與某市立高中舉辦的均質化活動上課的學生，參與者一共有

48 位學生，來自各個不同的學校，年級均為高中二年級，尚未接觸

過「空間向量」單元，但皆已學過平面幾何等先備概念知識。 
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第三節 研究程序 

壹、課程內容規劃與設計 

一、教材和單元的選擇 

本研究計畫探索的課程以 102 年數學微調課綱為主，在高中二年

級下學期的數學課程當中融入 GeoGebra 動態幾何學習環境作為探索

內容。經文獻分析後，本研究選擇「空間概念」作為課程設計的主軸

主軸，其中包含的四個課程主題為：空間中的基本幾何概念、三垂線

定理與二面角、空間中的多面體以及空間中的坐標表示（課程內容詳

見附錄一）。表 3-1 為本研究的各課程目標。 

表 3- 1  四個幾何課程內容及目標 

課程 課程內容 課程目標 

一 
空間中的基本幾何概念 

（預計教學時間：75分鐘） 

熟悉動態幾何軟體GGB操作介面，並以動態幾何

軟體GGB觀察瞭解空間中點、線、面的交互關係。 

二 
三垂線定理與二面角 

（預計教學時間：75分鐘） 

釐清學生對於空間中兩面夾角的迷思， 

並計算其兩面夾角的角度與位置關係。 

三 
空間中的多面體 

（預計教學時間：50分鐘） 

使學生能夠從圖形觀察中學會以幾何思維模式輔

助文字思維模式解題。 

四 
空間中的坐標表示 

（預計教學時間：50分鐘） 

學生能夠自行建立空間中各點坐標並用以解決空

間中直線與平面之相關題型。 

 

二、課程內容效度的檢驗 

為了期許研究者設計的課程能夠廣為使用，研究者找了三位教學

年資平均 11 年的老師協助檢視教材內容，並且提供研究者關於課程
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的建議。透過 3 位現職教師的協助，研究者希望能夠兼顧到左台益

（2012）在文獻中提過，動態幾何軟體所具備的三個基本功能：概念

性的工具、人機互動關係與動態表徵。在過程中，研究者也事先依據

文獻及相關參考資料先自行設計課程，自行模擬試做過一次之後，再

與 3 位教師一起從中找出研究者設計時可能遇到的困難與缺失。經過

共同討論後提出修正建議，最後研究者就教師們所提供的建議再加以

修改，使課程的難易度、功能性更符合學生使用。 

以下為 3 位教師的背景介紹以及該教師對於研究者課程設計的

建議： 

（一）林老師 

    林老師教學至今已有 25 年的經驗， 目前任教的學校位於高雄市

區，屬於都市型學校，學生程度普遍偏高，PR 值約 90。林老師指出，

以軟體輔助數學教學需特別注意，對程度好的學生而言並不一定會有

其明顯的成效，但是這樣的方式有別於傳統的教學方式，可以提供學

生另類思考的機會，學習以不同的角度去思考解題的作法。此外，林

老師也提到，學習數學知識是透過觀察、猜測進而下結論與驗證，而

非僅從課本得到知識。他認為，適時地讓學生透過電腦軟體輔助課程

內容做觀察，對於學生學習而言，不僅提昇學習的興趣，也提高學生

在學習數學上的成就感。 

（二）許老師 

    許老師教學至今已有 4 年的經驗，目前任教的學校位於高雄市區，

屬於社區型學校，學生素質偏向中等程度，PR 值約 75。許老師認為

此課程對於提昇學生的學習興趣會有很大的幫助。此外，教師若是能
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（一）課前準備 

1、確認每位學生都有電腦與相關設備可以使用。 

2、規劃課程講義與課後練習作業。 

3、製作搭配課程講義中隨堂例題的 GGB 操作檔案。 

4、設計學習回饋單。 

（二）課程實施 

1、每人分配一台電腦，4 人分為一組，採隨機分組。（視教室情況而定） 

2、教學者講解課程與數學概念知識，並且隨機抽組別提問討論內容。 

3、學生自行上機操作並且討論隨堂例題，於討論結束後各組輪流做

分享。 

4、例題講解完畢之後，教學者做總討論，並且發放作業，於下堂課

檢討。 

（三）學生課後練習與學習回饋 

1、課後練習：每堂課的課後練習約有 3～5 題不等，內容與該課堂的

學習概念相關，目的在於檢視學生對於新知的吸收程度。  

2、學習回饋：主要是想透過學生的觀點來瞭解課程是否有需要改進

之處。 

（四）課後練習檢討 

1、教學者於每堂課開始前，與學生一起討論前一堂課的作業與難題。 

2、透過師生互動，讓學生的學習更為精進。 

（五）課堂分享 

1、教學者於四堂教學活動結束之後，請學生彼此分享與討論上課的

想法與建議，將結果記錄下來以作為課程改進的參考依據。 
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四、課程實施注意事項 

1、部分學生可能會對於上機不熟悉，因此教學者於第一堂課時須特

別留意大家操作電腦軟體的情形，必要時適時予以幫助。 

2、少數學生數學程度較佳，相對於其他學生而言會有比較多的空白

時間，因此教學者須事先準備進階題，讓程度較佳的學生有多一

點的挑戰性。 

3、多鼓勵學生討論與思考，並且將想法寫在學習單上與教學者分享。 

 

貳、資料蒐集 

在動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學課程後，研究者將透過課後

作業、學習回饋單、學生學習心得問卷與教師教學手札（研究者於設

計修改過程的省思和教學實施心得而寫成的札記）等作為資料蒐集，

進而探討本研究中的發現。 

一、學生課後作業 

    研究者於每次試教後會發一張關於該堂課的課後練習，目的在於

觀察學習者的學習狀況。每張作業的練習題數約 5 題左右，預計將會

花上學習者 30 分鐘左右的時間（詳見附錄二）。 

二、學生學習回饋單 

    研究者於每堂教學試做後發給試教學習者填寫，填寫的內容主要

是想透過學生的觀點來看上課時師生互動的情形，研究者可依學生的

課後感想與心得來反思學生在學習後的收獲，並且思考這項課程是否

具適切性（詳見附錄三）。 
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三、學生學習心得問卷 

    本研究的問卷訪問對象為大班教學研究對象的學生。問卷將於四

堂課程結束後發放，內容為動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學後

學生的接受情形、學生對於動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學後

的感想與建議（詳見附錄四）。 

四、教師教學手札 

    在研究過程中，研究者利用教學手札記錄自己對於課程執行上的

反思，並且詳細記錄課餘時間觀察或融入學生互動的課程心得、動態

幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學後所遭遇到的困難以及教學中的發

現和學生的特殊表現（詳見附錄五）。 

 

參、資料編碼 

    本研究蒐集的資料包括課後作業（業）、學習回饋單（單）、學生

學習心得問卷（卷）與教師教學手札（札）等。研究者將所有的資料

進行編碼建檔。建檔後，研究者依蒐集到的資料分段分類註記並作命

名分類主題，整理完畢之後，再與指導教授和有經驗的教師討論分類

是否恰當。經嚴謹的討論分析與整理後，茲將編碼方式整理成表 3-2。 
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表 3- 2  各種原始資料編碼意義 

編碼 意義 

P1～P5 指預試參與者之代號，依姓氏筆劃由少至多。 

T1～T6 指課程試做之學習者之代號，依姓氏筆劃由少至多。 

S1～S48 指大班教學研究對象之代號，依學校代碼與班級座號。 

師 指研究者於教學時的角色代號。 

1031021 業 代表 103 年 10 月 21 日學生課後作業。 

1031021 單 代表 103 年 10 月 21 日學生回饋單。 

1031021 卷 代表 103 年 10 月 21 日學生學習心得問卷。 

1031021 札 代表 103 年 10 月 21 日教師手札。 

1031021 錄 代表 103 年 10 月 21 日課程錄音檔。 

 

肆、資料分析與檢驗 

研究過程為避免主觀的過度介入，使研究能增加其客觀性及可靠

性，本研究採取三角校正( methodogical trianglation) 的研究方法。在

研究中採用多元的方法、多元的資料蒐集、觀察角色於不同的情境進

行研究資料之蒐集與校正( Denzin,1989）。 

研究者研究方法的三角校正包括資料蒐集的三角校正與分析者

的三角校正。資料蒐集三角校正，研究者透過學生學習回饋單、學生

學習心得問卷、教師教學手札與錄音檔等多樣方式蒐集資料；分析者

的三角校正，針對個別學生在教學活動中其學習回饋單、學生學習心

得問卷、以及教師教學手札進行編碼分析整理。透過研究者與指導教

授及高雄市某現職數學任課教師，進行資料之編碼，以期能充分解釋

本研究結果，增加其客觀性及可靠性。 
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第四節 研究流程 

本研究流程是先以個人經驗和文獻蒐集先擬出一個初步的研究

計畫，目的在於探索研究者感興趣的研究主題與其研究方向，並蒐集

相關文獻來佐證這項初步的研究計畫。待多方討論後，設計出本研究

所使用的數學課程，然後實施課程，接著開始蒐集本研究所需的資料

進一步做整理分類與分析。在配合相關文獻後，最後進行報告撰寫。

圖 3-3 即為研究者實施動態幾何軟體 GeoGebra 融入數學教學的研究

流程。 
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第五節 課程預試結果與省思 

壹、課程預試對象 

    參與本研究的課程預試對象為高雄市某市立高中升高三的學生，

自願參與者共 5 人，平均在班上的數學成績表現為中上，在課程預試

的過程中皆熱烈參與討論並且給予研究者許多課程設計的啟發。 

貳、教學預試結果 

礙於時間與場地的限制，本研究預試於一週內進行，每天執行一

堂課，共有四堂課程，每堂課的時間大約為 2 小時。其教學流程比照

正式教學活動（如圖 3-2），茲將教學預試結果整理如下。 

一、空間中的基本幾何概念─教學預試 

    本課程的目標為熟悉動態幾何軟體 GGB 操作介面，並且讓學生

試著以動態幾何軟體 GGB 作圖觀察瞭解空間中點、線、面的交互關

係。以下就蒐集而來的資料做分類與說明。 

（一）課堂觀察： 

在點線面的討論過程中可以瞭解到，學生們常常知道某種數學現

象但卻不知道其構成的原因（例如說，他們都知道三點可構成唯一平

面，但卻不知道為什麼）。透過教學者的引導討論，以動態幾何軟體

GeoGebra 融入教學，並且以動態圖像呈現空間概念，有增加學生對

於問題的具體思考（1030714 札）。 

（二）學生學習回饋與建議： 

5 位學生在學習回饋單中皆表示，覺得課堂上隨堂例題「第 3 題
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第（2）小題」是最難的一題。整理其原因發該題目為純文字題，沒

有圖形輔助解題，學生必須憑空想像以紙筆畫圖求解。然而，多數學

生表示，透過動態幾何軟體 GeoGebra 輔助畫圖，能快速幫助釐清圖

像，並且清楚地解題。 

P 1：令人印象最深刻的事情是利用 GGB 解題的時候！（1030714 單)） 

P 2：覺得能將數學軟體操作來教學是個很新奇的體驗，透過 GGB 操作，能

使圖形更快呈現在腦中，並幫助想像。（1030714 單) 

P 3：使用 GGB 作圖，可以更清楚地了解空間中的點線面。(1030714 單) 

P 4：覺得程式很複雜…。（1030714 單） 

P 5：原來圖形可以這樣轉轉轉，玩的很開心！（1030714 單)） 

二、三垂線定理與二面角─教學預試 

本課程的目標為釐清學生對於空間中兩面夾角的迷思，並計算其

兩面夾角的角度與位置關係。以下就蒐集而來的資料做分類與說明。 

（一）課堂觀察： 

    隨堂例題中的第 3 題，該題圖形為一個正四面體內嵌一個正八面

體，然而此圖在平面中較不好呈現，而 A 同學試圖想解釋給 B 同學

看懂，卻發現不管用比的或講的，B 同學似乎無法理解。在教學者主

動提供以軟體 GeoGebra 所畫的正八面體給大家觀察後，那位本來一

直都無法順利解題的學生，瞬間開竅了！（1030715 札） 

（二）學生學習回饋與建議： 

    隨著題目的難度越高，圖形變得比較複雜，學生們比較沒有辦法

直接憑空想像，有些學生可以用紙筆畫圖觀察就解決問題，但根據幾
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位學生的說法，如果能用動態幾何軟體 GeoGebra 輔助畫圖會比較有

效率。 

P 1：利用 GGB 輔助學習三垂線定理令人印象深刻。（1030715 單） 

P 2：希望能再有多一點的題目可以練習。（1030715 單） 

P 3：透過 GGB 提供深入思考的基礎，對抽象的空間圖形想像很有幫助。 

（1030715 單） 

三、空間中的多面體─教學預試 

本課程的目標為使學生能夠從圖形觀察中學會以幾何思維模式

輔助文字思維模式解題。以下就蒐集而來的資料做分類與說明。 

（一）課堂觀察： 

觀察學生在學習以動態幾何軟體 GeoGebra 畫各種「正多面體」

圖形時，學生可以從中學習到很多基本的幾何基礎知識（尺規作圖）

並且將其妥善運用。例如，要如何畫出一個標準的正四面體？有一位

學生使用的方式是利用「球」半徑等長的概念畫出來，這是出乎研究

者意料之外的事情。研究者認為，如果能讓學生們自由發揮創造圖形，

一來不會限制他們解題的思維模式；二來也可以讓學生用自己的方式

建構屬於他們的知識（1030716 札）。 

（二）學生學習回饋與建議： 

    因為這一堂課主要是讓學生自行發揮畫圖並分享其圖形特性，因

此學生們在過程中除了可以更熟悉介面操作之外，也順便解決了以前

一些很難想像的圖形，例如：當年的指考題據說很難觀察的圖形「布

丁形狀的多面體」，平面上很難觀察的圖形，以動態幾何軟體
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GeoGebra 畫圖輔助並且做動態觀察，可以快速掌握解題要訣。 

P 1：做四面體的時候覺得很好玩！（1030716 單） 

P 3：GGB一開始不熟時覺得不好用，了解它的功能後覺得方便！ 

（1030716單） 

四、空間中的坐標表示─教學預試 

本課程目標為學生能夠自行建立空間中各點坐標並用以解決空

間中直線與平面之相關題型。以下就蒐集而來的資料做分類與說明。 

（一）課堂觀察： 

    可能是因為最後一堂課的關係，少數學生顯得慵懶，但整體來說，

大家上課都還算認真，對於教學者的提問也都有回答到。然而，教學

的過程中，有部分學生因為很快就把該堂課的隨堂例題寫完，進度一

整個超前，導致他覺得很無聊，只好跟隔壁同學聊天，造成教學者在

課堂中的一點小不安（1030717 札）。 

（二）學生學習回饋與建議： 

    空間坐標系這個單元可以說是幾何與代數的結合，學生們在上課

前認為這個單元比較簡單，應該不需要用到軟體輔助。然而，這個單

元雖然不難，但學生們往往會因為題型過於複雜（一個題目需要 3 個

以上的解題程序），不知道該從何角度去思考而做錯甚至放棄，研究

者以 GeoGebra 軟體畫圖輔助並且適當地引導學生解題，在課後多數

的學生皆表示 GGB 好玩的地方在於，可以透過動態模擬觀察出圖形

特性與變化！ 

P3：先傳統思維回答題目，再用 GGB 驗證，會加強加深印象。（1030717 單） 
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參、課程省思 

    整體而言，四個課程預試的學生（5 位）對於動態幾何軟體

GeoGebra 融入數學課程皆持正向肯定，而他們也給予研究者許多課

程的建議，研究者將其與教師省思整理如下。 

1、部分學生因為不熟悉電腦軟體的操作，原則上第一堂課以熟悉操

作介面為主要課程內容，建議日後如有類似課程，應該多出些幾

何繪圖做練習，而非關注在試題練習 

2、同儕之間相互學習總是會有許多意想不到的好結果，教師在教學

過程中不應該設限教學方式與解題概念，適當地讓學生們自由發

揮反而會有許多驚喜。 

3、空間幾何概念不應僅是紙上談兵，以紙筆測驗評斷學生的能力，

倘若資源充足，應以實作測驗，觀察學生的解題能力與思維模式

及其方向。 

4、程度好的學生有太多閒置時間，建議隨堂練習可以多出點進階題

讓那些學生有多一點思考與練習的機會。 

肆、教學設計修正 

    綜合上述課程省思，與現職教師的建議，研究者將課程設計做了

部分的修改，整理如下。 

一、空間中的基本幾何概念 

1、刪除部分較難的題型練習，因為是第一堂課，主要還是以讓學生

熟悉 GeoGebra 軟體操作為主（林老師建議）。 
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2、將敘述較為複雜的多選題改為簡潔明瞭的是非題，避免學生在作

答時容易感到混淆因而失去信心（許老師建議）。 

二、三垂線定理與二面角 

1、增加平面垂線的迷思概念，並引導學生做分組討論，目的在於利

用同儕間的互動，讓學生能夠自行建構概念知識（黃老師建議）。 

2、修改題目敘述，以減少初學者在讀題上的困難（許老師建議）。 

三、空間中的多面體 

1、增加題目的層次感，讓程度好的學生有進一步思考的可能性（許

老師建議）。 

2、繪圖的部分可以讓學生先行嘗試，如有困難，教學者再予以協助。

如此一來，可以增加學生的創造力與解題的豐富性（1030716札）。 

四、空間中的坐標表示 

1、增加學生常見迷思概念內容，並且引導學生做討論（1030717 札）。 

2、修改題目編排，從簡單至難，以降低學生的挫折感（許老師建議）。 
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第四章 研究結果與討論 

本研究嘗試以動態幾何軟體 GeoGebra(GGB) 融入高中幾何課程

做教學活動設計，希望學生能藉由在軟體輔助學習的過程中，將抽象

的空間幾何概念思考轉化成為具體的圖像思維，並且增加學生在學習

上的參與度。經教學實踐後，透過蒐集的相關資料進行分析，探究學

生對於 GGB 融入數學教學後的接受程度。 

研究結果將分為兩個部分呈現：第一個部分是各單元的教學試做，

包括初版與再版兩個階段，前後的時間間隔約為一個月。研究者原本

計劃需要三次的課程試做與修訂，但由於前兩次的課程試做大致上還

算順利，在教材上並沒有做太多的修改，僅需注意在課堂上與學生的

互動，並且瞭解學生的學習需求，因此在與指導教授討論後，決定取

消第三次的課程試做。初版試做的上課時間均為每週二晚上，共有 3

位學生(T1~T3)參與；而再版試做的上課時間均為每週五晚上，共有 2

位學生(T4~T5)參與。試做進行以四個課程內容為主軸，分為四個小節

來討論，分別為「空間中的基本幾何概念」、「三垂線定理與二面角」、

「空間中的多面體」和「空間中的坐標表示」。 

第二個部分是以四個課程於試做後的正式修訂版本再做一次大

班教學的課程實施，上課時間是在寒假開始的第一天，參與人數共

48 人，其結果於第五節進行分析。最後，經指導教授與合作學校現

職教師陳老師的建議，於第六節作整體課程的省思與修正。 
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第一節 「空間中的基本幾何概念」課程試做 

壹、課程內容設計 

一、課程主題內容的設計 

    「空間中的基本幾何概念」課程的內容設計主要先讓學生熟悉

GGB操作介面，並且請學生試著以GGB作圖觀察瞭解空間中點、線、

面的交互關係。經三位現職教師的建議後修改，將學習單內容原本是

重點整理的學習形式，改為填空格的方式，讓學生在小組互動的過程

中討論出答案，並且有多增加一些可以刺激學生進階思考的題型。而

隨堂練習的部份，則改以是非題的形式，以避免題型過於複雜，對於

初學者來說會造成讀題上的困擾。 

二、課程試做的進行形式 

    預計教學時間為 75 分鐘（1.5 節課），課程進行主要分為兩個部

分，前半段的設計是以 GGB 操作輔助概念建構，除了聽老師講解之

外，學生之間主要是以小組討論的設計型態，希望學生可以藉由在互

動的過程中，自行建構數學概念。而後半部分則是隨堂練習，在這個

階段，原則上教學者先以不干擾學生解題思維為主，教學者主要是以

引導的方式刺激學生共同討論並解題，於全數順利解題完畢之後，教

學者最後再下整體的課程結論。 

三、課程學習內容的特性 

    本課程設計與傳統板書的教學方式相比，最大的不同之處在於以

往在講解學習概念時，教學者需要花費些許時間在板書上繪圖，然而
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以 GGB 協助教學，教學者可以事先準備好課堂上可能需要的圖形，

不僅可以節省在課堂上的教學時間，也可以讓學生在能夠自行操作圖

形的環境下，建構其數學概念，並且增加在課堂上的參與感。 

為了讓學生能夠快速上手 GGB 的操作，在本課程一開始，有個

5 分鐘的軟體操作基本介紹（PPT），並且於學習單中設計 5 到 10 分

鐘的基礎練習（畫點、線、面，如圖 4-1），以順利銜接隨後的課程進

行，直接進入空間中點線面的基本動態圖形觀察。而每一題的隨堂練

習基本上都附有 GGB 繪製好的輔助圖形，如圖 4-2 為正立方體內嵌

正四面體，藉以幫助學生解構進而重構其解題策略。 

圖 4-1  空間中的兩歪斜線 
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圖 4-2  正立方體內嵌正四面體 

貳、課程的實施結果 

一、教學教材之適切性 

（一）課程進行形式（課堂觀察） 

    本課程的重要學習概念之一是「歪斜」，因為是個全新的名詞出

現在課程中，因此對高二的學生而言其實非常陌生。然而，在初版試

做時，因為有學生已有相關的先備知識，所以整體而言討論起來算是

非常順利（1031028 錄、1031028 札）。 

師：平面上兩直線有相交、平行、重合三種交會情形，那在空間中呢？還有

其他的情形嗎？（1031028 錄） 

T2：這樣嗎？（用手比出歪斜情形）我記得叫歪什麼的？（1031028 錄） 

T3：哦！好像是耶！就沒有相交卻又不平行！所以那叫什麼？（1031028 錄） 

而再版試做時，雖然學生無法明確說出「歪斜」這個名詞，但是

他們都嘗試用現有工具或實例說明「歪斜」的兩直線交會情形
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（1031205 錄、1031205 札），這點倒是令研究者覺得滿驚喜的。 

師：平面上兩直線有相交、平行、重合三種交會情形，那在空間中呢？還有

其他的情形嗎？（1031205 錄） 

T4：就那個啊！像平行可是又不是平行！！（1031205 錄） 

T5：我知道！像梯子那種（用手比出）！？（1031205 錄） 

本課程的重要學習概念之二是「三面交會情形」。在初版試做時，

其中兩位學生想到的是之前物理學過的三面鏡子成像，然而第三位學

生無法想像其圖形，最後是以 GGB 繪圖畫出他們所想像的圖形（如

圖 4-3）而達到共識（1031028 錄、1031028 札）。 

圖 4-3  三面交於一點（教學者引導學生繪圖用以觀察三面的交會情形） 

而再版試做時，一開始兩位學生都毫無頭緒，透過教學者以 GGB

動態圖形引導後（如圖 4-4），學生可以自行解構三面的交會情形，並

針對各種情形做分類（共 8 種）與統整（1031205 錄、1031205 札）。 

T4：用 GGB 畫出來之後可以看到這三個面交於一點耶！（1031205 錄） 

T5：這樣的話...還會有三面交於一線的囉？像這樣（用手比）（1031205 錄） 
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T4：你移動一下，交於一線的還有這種，還有三個都疊在一起的勒！ 

（1031205 錄） 

T5：原來是這樣啊...（移動滑鼠）那這樣不就是沒有交點（1031205 錄） 

師：所以...你們要不要認真數一下看三個面總共會有幾種交會的情形？可以

分成三大類：恰一解（交於一點）、無限多組解以及無解。（1031205 錄） 

T4：交於一點的就一個嘛...無限多組的有...3 種...（1031205 錄） 

T5：我數完了！有 8 種，我確定！（1031205 錄） 

圖 4-4  thisisshuyu（學生自行繪圖用以觀察面與面的交會情形，檔名為學生自己的命名） 

    在兩次的課程試做中，可以看到小組討論的優勢是，同儕之間較

能夠理解彼此的語言。整體而言，學生是學習的主體，教學者在課程

的互動中僅是輔助者的角色。 

（二）、學生對於課程內容的學習轉變（課後作業） 

在本課程的課後練習中，有學生表示，過去常常看到幾何的題目

會覺得毫無頭緒，然而以GGB輔助學習可以讓抽象的圖形具體呈現，

讓他比較不會排斥解題（1031028 單）。經研究者觀察後也發現，學
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生在練習時皆有嘗試畫圖作答，若是遇到較複雜的題型，學生們彼此

之間也很樂於共同討論（1031104 札、1031212 札）。 

研究者發現無論是初版或是再版試做的學生在練習的過程中較

少使用到 GGB 軟體繪圖輔助思考（1031028 單、1031205 單、1031212

札）。經研究者簡單訪談後發現，學生認為在上課時操作圖形的過程

中就已經建立其學習概念，練習題目時僅需要回憶圖形的樣子並作推

論思考，並不需要再特別去繪圖，倘若在解題的當下有對圖形無法想

像的情形，才會想使用GGB輔助繪圖想像圖形的樣貌（1031212錄）。 

二、學生對於課程之接受度（上課記錄、學習回饋單） 

（一）有學生覺得 GGB 用處不大 

初版試做時，有學生向教學者表示空間中的基本幾何概念有些其

實用 GGB 繪圖反而是比較沒有明顯的優勢，與其畫圖不如直接用現

成的工具（紙、筆或尺等）輔助思考即可（1031028 錄、1031028 單）。     

（二）有學生認為人一多就容易分心 

而另有學生向教學者表示，以小組討論的方式進行課程的確幫他

建立了許多數學幾何概念。然而，過去的學習經驗告訴他，人一多的

話，學生的心思其實很容易就不會專注在課業上，甚至開始與其他人

聊天，他建議研究者應該要想個好一點的教學方法是能吸引全班多數

人都願意參與課程的方式（1031028 錄、1031028 單、1031028 札）。 

T1：因為對空間沒啥概念，所以平常很少接觸這類的想法。用 GGB 可快速

畫出所需圖形，不會受限於實體模型，這堂課收穫頗多（1031028 單）。 

T2：直線、平面關係，有些用 GGB 仍然看不出來，其實可以用筆代替 （投
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影 or 排列）好像比較簡單 0.0（1031028 單）。 

T3：老師在教學時總是給予很多獨立思考的時間，但是如果是在班級中上課

的話不一定大家都會跟著思考與參與，建議想個可以讓班上大家都願意

參與的方式，或許不能所有人，但是至少是大多數…（1031028 單）。 

（三）有學生對於課程感到很新奇 

再版的兩位學生對於本次課程內容感到很新奇（1031205 單），

在課堂互動中也表現得非常積極，並且在問題討論的過程中表現了許

多推理與創造力（1031205 札）。然而，其中一位學生也提到與初版

試做學生一樣的觀點，他覺得這樣的教學方式雖然新穎，但是不見得

適合在大班教學（1031205 錄、1031205 單）；而另一個學生則表示各

有優缺點，觀看教學者要如何取捨（1031205 錄）。 

T4：看起來滿好玩的！現在好像開始流行用電腦上課！？（1031205 單） 

T5：與一般課程不同，可以得到老師較多的關注，比較能專心，但可能不適

合大班教學！？（1031205 單） 

 

研究者認為教學型態漸漸在改變，不再是以往只能教師講、學生

聽的方式，反而是這種學生自行討論建構概念，教師最後再統整下結

論的教學方式，可以讓師生有更多的互動空間，也不會有讓學生覺得

有無聊的空閒時間。 
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參、課程的總體性省思 

透過學生的學習回饋單與課後作業練習可以看到學生在本次課

程的學習過程中，最大的收獲就是學到了一個新工具可以用來輔助繪

圖解題。有別於以往僅能紙上談兵，GGB 還可以讓學習者自行操作，

並且以動態觀察刺激思考解題。 

此外，研究者發現，先進行問答而不先把圖展示出來的好處是可

以讓學生進行小組討論與思考。而研究者在師生互動的過程中也發現，

教學者若能對學習者多一點提問，藉由互動所形成的學習共同體，明

顯有效提昇學生在學習的參與度。 

針對初版與再版試做學生提出的疑慮，研究者認為學習工具的使

用其實是因人而異的，有些學生認為透過 GGB 繪圖的確可以幫助學

習，但是對於自己本來就可以憑空繪圖的學生來說其實不盡然。相較

於傳統板書的教學方式，以電腦輔助學習的方式對學生而言是新奇的，

這樣的教學方式雖然不見得適用於每一個人，但是至少能帶給學生一

個新的刺激思考的方式，加深學生的學習印象。 

 

第二節 「三垂線定理與二面角」課程試做 

壹、課程內容設計 

一、課程主題內容的設計 

    「三垂線定理與二面角」的課程內容設計主要的課程的目標為幫

助學生釐清對於空間中兩面夾角的迷思，並計算其兩面夾角的角度與
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位置關係。經三位現職教師的建議後修改，將學習單中概念學習的部

份增加一些 Q&A 的互動，希望能夠透過討論藉此消除學生學習本課

程概念常見的迷思。另外，在隨堂練習的部分，其中有一題難度偏高，

因此將其抽換至課後練習，僅供學生作為挑戰題。 

二、課程試做的進行形式 

    本課程預計教學時間為 75 分鐘（1.5 節課），課程進行主要分為

三個部分。首先是檢討上週課程的課後練習，檢討的形式以問答為主，

倘若教學者已經確認學生沒有問題需要解惑時，教學者將以隨機抽問

的方式檢視學生的學習情形。第二個部分是以 GGB 輔助概念建構，

除了聽教學者講解之外，學生之間主要是以小組討論的設計型態，希

望學生可以藉由在互動的過程中，自行建構數學概念。而後半部分則

是隨堂練習，在這個階段，原則上教學者先以不干擾學生解題思維為

主，教學者主要是以引導的方式刺激學生共同討論並解題，於全數順

利解題完畢之後，教學者最後再下整體的課程結論。 

三、課程學習內容的特性 

    與傳統板書的教學方式相比，本課程設計最大的不同之處是希望

能藉由動態軟體的輔助讓學生能夠觀察圖形的變化與特性。教學者於

本堂課中最重要的目標是要能夠引導學生們做圖形觀察與討論，並且

讓學生能自行建構其數學概念與意義。 

本課程的單元重點有三：直線與平面垂直、三垂線定理以及二面

角。在講解概念的時候，教學者不需急著下課程結論，反而是先以引

導的方式讓學生進行迷思概念的討論。如圖 4-5，教學者先開啟事先
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做好的圖檔，然後說明有一直線 L 垂直此平面，但不直接講出垂線的

定義，讓學生可以先透過操作圖檔做觀察。經學生熱烈討論後，教學

者再整理大家的想法並下結論，讓學生可以用此方式自行建立其數學

知識。 

 

圖 4-5  平面上的垂線 

 

貳、課程的實施結果 

一、教學教材之適切性 

（一）課程進行形式（課堂觀察） 

    在「直線與平面垂直」概念的講解中，於初版試做在觀察附檔「平

面之垂線」時，有學生提問：「如果直線 L 沒有垂直於 E 平面，那麼

角度不互相垂直的情況下，會不會造成三個交角都相等（1031104 錄、

1031104 札）？」這是一個教學者事先沒有預料到的提問，然而藉由

GGB 的繪圖輔助（如圖 4-6），可以直接以內建小工具測量該角度予

以學生做觀察，快速地幫了學生們解決這項疑惑。 
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圖 4-6  平面上之不是垂線 

 

而再版試做的學生則認為此概念是以直覺學習思考，並無任何迷

思想法（1031212 錄）。 

師：上一次試做時有同學提問：「如果直線 L 沒有垂直於 E 平面，那麼角度

不互相垂直的情況下，會不會造成三個交角都相等？」（1031212 錄） 

T4：直線 L 就歪掉了，歪掉就沒有垂直啦！就只是都交於 P 點的四條直線。 

（1031212 錄） 

T5：我覺得它沒有很特別，就不會垂直啊＠＠（1031212 錄） 

另外，在「三垂線定理」概念的講解中，於初版試做時，起初

教學者並沒有打算要講解其證明過程，單純只是想讓學生們觀察其圖

形特性（如圖 4-7），僅以提示的方式要求學生於課後自行證明。然而，

其中有位學生反應比較快，當教學者提示完畢之後，馬上在心中有了

想法並且跟其他兩位同學做討論，於課堂上直接證明完畢（1031104

錄、1031104 札）。顯然，教學者無需侷限太多，讓學生有自行發揮

的空間，往往會有許多意想不到的驚喜結果。 
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圖 4-7  三垂線定理 

T3：（動態旋轉附圖）這兩條線真的是垂直耶！為什麼？（1031104 錄） 

T2：老師有畫輔助線啊！我猜用畢氏定理或許就可以證明了？（1031104 錄） 

因此教學者於再版試做時，試著讓學生思考其證明，過程中發現，

雖然學生一開始會毫無頭緒，但是在教學者的引導下，再結合過去的

學習經驗（畢氏定理），的確是可以順利地完成此證明歷程（1031212

錄、1031212 札）。 

（二）、學生對於課程內容的學習轉變（課後作業） 

    研究者在觀察本次的課後練習中發現，學生在練習有關三垂線定

理的相關題目時，總是能夠準確地立即判斷第三垂的位置（1031212

單），經研究者簡單訪談後瞭解到，學生們其實是對於課堂中操作三

垂線定理的動態圖檔有深刻的印象，以致於在練習時能夠有好的解題

方向（1031219 札）。 

    課後練習有三大題，研究者發現學生容易在第三題陷入膠著。經

瞭解後發現是因為無法理解圖形的樣貌（1031111 錄、1031219 錄），

除非以推理的方式去思考，否則很難從平面圖形上看出端倪。因此，
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教學者於課後作業檢討時，提示學生可開啟先前附加檔案中的圖形，

藉由動態觀察可以增加解題思維與策略（1031111 錄），如圖 4-9。透

過 GGB 軟體的輔助，學生可以清楚地觀察到正四面體與正八面體的

關係，讓學生於此課程概念的理解更上一層樓。 

 

 

 

 

 

圖 4-8  正四面體內嵌正八面體 

 

二、學生對於課程之接受度（上課記錄、學習回饋單） 

（一）有學生認為進班恐有難度 

於初版試做時，有學生提出，他認為像這樣一對三的軟體輔助教

學很有效，但是如果要進班的話恐怕有其難度，即使課程做的再好，

恐怕也不是所有學生都會接受（1031104 錄）。他認為的理由如下： 

1、電腦如果不控制畫面，學生的心很容易飛掉，教學者將不好掌握 

   課程的進行。 

2、熟悉軟體操作倒還是小事，如何吸引學生課程專注力才是大事。 

3、課程進度會不會因此延宕？ 

（二）有學生認為平面圖形容易造成解讀迷思 

另外，在初版試做的結果中值得一提的是，有學生開始反應平面

圖形容易造成解讀上的迷思，如圖 4-8。圖 4-8 是隨堂例題 1 的圖形。
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在圖形中，很容易會誤以為 HFKB ⊥ 是正確的，而KB EG⊥ 是錯誤的。

然而簡單地推論後其實會發現，事實上是 HFKB ⊥ 是錯誤的，而

KB EG⊥ 是正確的，學生也可以實際透過 GGB 軟體作圖觀察，用內

建小工具測量角度證實此結論（1031104 錄、1031104 札）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-9  正六面體圖形 

T1：利用 GGB 做動態輔助觀察，可以很快知道答案！而這次的課比上次容

易一點，不再那麼抽象，不過空間的圖形很容易誤導人…（1031104 單） 

T2：可以旋轉 GGB 看各個不同的角度，再進行分析與討論=))（1031104 單） 

T3：有學到東西！而且每次舉日常事物都會令我更清楚。（1031104 單） 

（三）有學生利用過去學習經驗幫助思考 

同樣是圖 4-8 的圖形衍生題目，再版試做學生除了用 GGB 觀察

題型之外，也結合了過去的學習經驗，把圖形想像成有螞蟻在一個盒

子上面爬行，進而推理出題目所要求的答案（1031212 錄）。 

T4：被騙了...把它想成國中常看到的螞蟻爬題型就好做多啦！（1031212 單） 

T5：以前的我要是看到這些題目，應該會覺得...不想算 XD（1031212 單） 
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參、課程的總體性省思 

    在本課程的試做後研究者認為，除了圖形需做修正以避免讓學生

有誤解題目之外，其他並沒有發現什麼特別的內容需要做修改。而在

教學的過程中，要特別注意的是，學生常常會有令人意想不到得迷思

概念，因此研究者認為，教學者除了要能夠隨機應變之外，可以事先

多揣摩學生的各種錯誤迷思，以避免在上課時造成雙方無法相互理解

的窘境。 

關於有學生提出，這樣的教學方式若要進班恐有其難度。研究者

於課程設計時也有考慮到這些狀況，進度的部份倒是不需要太擔心，

因為課程設計包括時間的安排都是參考各家版本的教學進度所設計，

因此不太會有課程進度落後的問題。而學生學習專注力的部分，研究

者認為，這些情形其實在傳統教學的過程中也很常出現，因此教學是

否能進行順利，端看教學者與學生之間的互動與默契。 

值得思考的是，以平面繪圖呈現空間中的概念測驗真的很容易有

陷阱，研究者不禁想問，這樣的出題方式真的適合用在空間教學及測

驗嗎？然而，試做之後，研究者認為從另一個角度思考，可以瞭解到，

其實這樣的出題方式可以考驗學生在圖形幾何上的推理能力，也算是

一個好的考試策略。 

 

第三節 「空間中的多面體」課程試做 

壹、課程內容設計 
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一、課程主題內容的設計 

    「空間中的多面體」的課程內容設計主要目標是希望讓學生透過

GGB 的動態圖形輔助觀察，能夠從圖形觀察中學會以幾何思維模式

輔助文字思維模式解題。經三位現職教師建議後修改，在隨堂例題中

以相同的概念出題，增加進階思考題型，以避免程度好的學生因為提

早將題目做完而有太多空閒的時間。而課後練習的部份則是將題目中

原本有未知數的部分改以較好運算的數字代替。畢竟對學生而言，具

體的數字總是比未知數較好理解；而對教學者而言也不會因為改了一

個數字就無法檢視學生的學習轉變。 

二、課程試做的進行形式 

    本課程預計教學時間為 50 分鐘（1 節課），在此單元中並沒有設

計太多的教學概念，而是輔助學生熟悉各類型多面體常見的題型，因

此課程進行主要分為兩個部分。首先是檢討上週課程的課後練習，檢

討的形式以問答為主，倘若教學者已經確認學生沒有問題需要解惑時，

教學者將以隨機抽問的方式檢視學生的學習情形。而後半部分則是隨

堂練習，在這個階段，原則上教學者先以不干擾學生解題思維為主，

教學者主要是以引導的方式刺激學生共同討論並解題，於全數順利解

題完畢之後，教學者最後再下整體的課程結論。 

三、課程學習內容的特性 

    課程首先一開始讓學生認識五種正多面體。一般傳統的教學方式

是以模型作為輔助工具，然而考量到並不是每位教師都可以有相關的

教材，因此研究者於此以GGB繪圖輔助設計出常見的三種正多面體：
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正四面體、正六面體與正八面體，如圖 4-10。 

圖 4-10 三種常見的正多面體 

（由左至右依序為：正四面體、正六面體、正八面體） 

    倘若時間允許，教學者可以利用閒置時間教導學生如何自行畫出

簡單的立體圖形，尤其是針對一些特殊型的立體圖形（如圖 4-11），

如果學生學會如何以 GGB 作為繪圖的輔助工具，那麼對於學生日後

的解題會有很大的幫助。然而，由於過程中需要一些較複雜的幾何概

念，因此這部份仍是視情況而定，原則上還是以既定圖形輔助學生做

動態觀察為主要教學內容。 

 

圖 4- 11  特殊立體圖形 

（左圖為折紙後所形成的一個三角錐；右圖為布丁形狀的立體圖形） 
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貳、課程的實施結果 

一、教學教材之適切性 

（一）課程進行形式（課堂觀察） 

    無論是初版或是再版的試做情形，此次的課程試做都顯得較前兩

堂課流暢（1031111 札、1031219 札）。研究者推測是因為本次課程的

內容皆以解題為主，教學之前僅需確認學生的先備知識（三角函數）

是否充足，再稍作前兩個課程概念的複習即可。 

於初版試做討論到正八面體時，這三位學生似乎是因為化學課正

好有教到結構式，學生常將這些多面體連想到化學課程內容（1031111

錄）。研究者認為無論是對於數學課或化學課而言，都算是順便提昇

了課程的廣度。 

T3：正八面體的中間應該要是正方形...因為每個邊長都等長...（1031111 錄） 

T2：可是四邊等長只能說是菱形，不一定是正方形吧... （1031111 錄） 

T3：我記得化學裡有個結構跟它長得很像，是那個原子結構... （1031111 錄） 

T2：那個...sp3d2 的混成！sp3d2 是 123456... （1031111 錄） 

T1：它是在那三條的正上方，d 是混成軌域，所以是磷(P6)嗎？（1031111 錄） 

T2：硫是皇冠，磷是正四面體，正八面體是...氯化鈉晶體啦！（1031111 錄） 

T1：嗯...所以正八面體的中間（轉動附檔圖形）是正方形啦！其實就是兩個

金字塔上下顛倒疊在一起的樣子。（1031111 錄） 

而在隨堂例題 2 的部份，有學生提出，除了可以藉由 GGB 輔助

繪圖理解之外（如圖 4-12），切蛋糕的思維方式也很容易讓大家去連

結思考圖形的樣子（1031111 錄）。  
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T2：你就想像拿著刀子在切蛋糕，你不可能切到一半把刀子留在蛋糕上吧？ 

（1031111 錄） 

T1：哦！我用 GGB 畫出來了！是一個正六邊形！（1031111 錄） 

圖 4-12  正立方體中的截面圖形 

於再版試做時，一樣是在隨堂例題 2 的部份，兩位再版試做的學

生是用推論的方式（圖形有對稱）得到答案，GGB 軟體僅作為輔助

驗證結果（1031219 錄）。延續上一節課試做結果的發現，平面圖形

容易造成誤會，但其實善用邊角關係作推論，可以避免掉一些誤解。

此外，研究者認為，雖然 GGB 不是萬能，但必要時會是一個很好用

的解題工具。 

T4：切下去一定是梯形！因為你把那些點連起來就是個梯形。（1031219 錄） 

T5：可是要再繼續切下去啊！有對稱耶！所以兩個梯形合起來是正六邊形！ 

（1031219 錄） 
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（二）、學生對於課程內容的學習轉變（課後作業） 

    本次的課後練習中的第一題，研究者在設計題目時並沒有給予圖

形，僅有單純的文字敘述。研究者發現，幾乎每一個試做的學生都會

自行嘗試以各個不同的角度去畫圖並且也順理解題成功（1031118 札）。

因此，研究者認為，若是教學者能在課堂教學中，給予學生多接觸各

種不同圖形的樣貌，對於學生而言也會有較多的圖形經驗以利解題。 

    在本次的課後練習中，研究者觀察到初版試做時有一位學生對於

立體圖形的想像，相較於其他學生而言不是那麼的直接（1031118 札）。

對於難度較高的題型，他在解題的時候一定得透過實體的輔助（例如

以 GGB 繪圖操作動態觀察）才會有較具體的解題思維，在平面上繪

圖作推理的方式對他來說是相對較困難的。而其他學生於課後練習的

部份則是都能夠直接以平面繪圖作答，相較而言學習速度與理解能力

是偏高的。 

二、學生對於課程之接受度（上課記錄、學習回饋單） 

（一）同儕之間互助學習 

5 位試做的學生皆表示從 GGB 的操作中得到了適當的解題策略

（1031111 單、1031219 單）。然而，初版試做的其中一位學生因為數

學學習認知遠多於其他兩位學生，因此他在解完所以進階思考題後，

仍然有多出來的空閒時間，這部份教學者當下的處理是請他協助另外

兩位同學解題，藉由討論與互動的方式，希望能形成一個學習共同體，

並且也減輕教學者在課堂上的教學負擔（1031111 札）。 

T1：用 GGB 操作可以從不同角度就可以知道正八面體長怎樣（1031111 單） 

T2：隨堂 5 用 GGB 看，效果說不定不錯，容易懂。（1031111 單） 
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T3：把多面體用 GGB 一直翻來翻去、俯視、剖面，各種圖形顯而易見～覺

得很棒（1031111 單） 

（二）有學生希望有實際模型可以相互搭配觀察 

另外，有學生提到是否可以有實際的模型可以作為解題的輔助？

其實有許多關於多面體的題目學生都可以自行摺紙而得，只是摺紙的

過程中相對較花費時間，而且也不是所有的學校都配置有相關的立體

模型教材。但研究者認為，不管是實際的立體模型，或是 GGB 的虛

擬圖形，只要是能夠幫助學生建構知識的教具，在學習上都能夠有達

到相輔相成的效果。 

T4：觀察圖形有幫助到解題！但我想我得加強我的三角函數先（1031219 單） 

T5：我覺得沒有圖我做不出來，但經過 GGB 的輔助與同學講解就會了。另

外想問老師是否有模型可看？如果實際用摸的感受應該會比較深刻>”< 

（1031219 單） 

參、課程的總體性省思 

    研究者認為空間幾何圖形的想像其實是可以訓練的，但是得讓學

生有先前圖像的經驗作連結，這部份光是靠一系列的平面繪圖仍嫌不

足，建議在學習解題之前先讓初學者有模型經驗，再教導學生如何在

平面上繪圖，會令學生在學習上印象較為深刻。此外，在隨堂練習的

講解過程中，教學者需特別注意幾何概念的呈現，避免花費過多的時

間在做無謂的數字計算，造成學習重點失焦。 

以往在解決多面體題型的教學方式是讓學生先觀察期圖形模型

的特性，藉以輔助思考解題策略。然而，以動態幾何軟體 GGB 繪圖，
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對師生而言是多了一項新工具可以使用，並且能將其運用在較困難的

圖形上，尤其像是特殊型的圖形，一時之間是很難找得到相對應的模

型，若要立即以現有材料做一個，勢必也會花上不少時間。因此，研

究者認為以 GGB 輔助繪圖學習，對數學教學來說無疑是一大進步。 

 

第四節 「空間中的坐標表示」課程試做 

壹、課程內容設計 

一、課程主題內容的設計 

    「空間中的坐標表示」課程的內容設計主要目標為讓學生能夠自

行建立空間中各點坐標並用以解決空間中直線與平面之相關題型。經

三位現職教師的建議後修改，在學習概念重點整理的部份改以填空格

的方式讓學生在小組互動的過程中討論出其概念構思，而隨堂例題的

部份在題目的難度上有稍作修改與順序安排，以避免造成學生學習上

的挫折。 

二、課程試做的進行形式 

本課程預計教學時間為 50 分鐘（1 節課），由於在先前預試的經

驗中發現，學生在空間幾何概念的學習上到這個階段已經漸入佳境。

因此，研究者認為本次課程不需要再有課後練習檢討的時間，若學生

有疑問但在與同學討論過後仍然沒有辦法解惑，可於下課後再找教學

者一一解決。本次課程進行主要分為兩個部分，首先是以 GGB 輔助

學生建構常見的立體圖形概念，除了聽教學者講解之外，學生之間主

要是以小組討論的設計型態，希望學生可以藉由在互動的過程中，自
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行建構數學概念。而後半部分則是隨堂練習，在這個階段，原則上教

學者先以不干擾學生解題思維為主，教學者主要是以引導的方式刺激

學生共同討論並解題，於全數順利解題完畢之後，教學者最後再下整

體的課程結論。 

三、課程學習內容的特性 

    在講解學習概念之前，為了能讓學生理解空間坐標系的重要性，

教學者首先會讓學生們討論，生活中哪些事情會應用到空間坐標系

（例如：飛機是靠什麼指引而不會在空中相撞）？進而帶出坐標系統

的概念並且說明空間座標系如何運用在解題上。 

    本課程設計與傳統板書的教學方式相比，最大的不同之處在於黑

板僅能呈現二維平面（x y 坐標）的內容，而 GGB 不僅可以呈現三維

空間的立體感，並且能讓學生自行操作以更具體的方式動態觀察點坐

標高低位置的不同（尤其是 z 軸方向的移動）。 

 

貳、課程的實施結果 

一、教學教材之適切性 

（一）課程進行形式（課堂觀察） 

    在講解概念的部份，研究者於初版的課程試做中發現，改以填空

格方式搭配 GGB 繪圖輔助學習，的確學生在學習上的效果比較好

（1031118錄、1031118札），因為學生會為了填滿空格進而刺激動腦，

同時也增加討論的樂趣。 
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T1：投影點跟對稱點的關係是什麼？中點嗎？（1031118 錄） 

T3：我們來用 GGB 剛剛看到的對稱小工具來畫畫看！（1031118 錄） 

T2：例如點(1,2,3) 在 yz 平面（x = 0）上的投影點就是跟它對稱的點（畫圖

找到(-1,2,3)）的中點，所以投影點就是(0,2,3)，耶！（1031118 錄） 

然而研究者於再版試做中發現，雖然學生在圖形操作後在填表格

（投影點、對稱點、距離）上會很順手，但是在隨機抽點問答相關概

念時，他們還是會需要花一點時間去思考（1031226 錄）。值得一提

的是，在常見迷思錯誤的討論中，可看到他們對於空間中圖形的想像

其實會越來越具體。 

T4：這些對稱點跟原來點的關係好像可以找到一些規律耶！（1031226 錄） 

T5：像這個點要找跟它對稱於 x 軸的，就是 x 的位置不變，其他加負號？ 

（1031226 錄） 

T4：喔！所以說如果有一個點要找跟它對稱於 yz 平面的，那就是 yz 的位置

不變，x 這個要加負號！（1031226 錄） 

在提到「法向量」的幾何概念時，因為學生還沒有學過向量概念，

所以他們當下的反應理所當然會感到困惑，而教學者也因為他們沒有

向量概念而放棄引導學習，關於這點教學者於事後反省，認為當時應

嘗試以簡單的方式去解釋「法向量」的概念，讓學生有個基本的認識

（1031226 札）。 

    另外，在隨堂例題 4（圖 4-13）的解題策略有兩種：一是假設各

線段長（按比例）；二是座標化求長度。兩種方式會回到同一個算式

（餘弦定理）。但可能是因為剛開始接觸空間座標概念還不熟悉，因 
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此解題時學生還是習慣以傳統的幾何方式作答（按比例）為主

（1031118 札、1031226 札）。 

圖 4- 13  正立方體中求角度的餘弦值 

（二）、學生對於課程內容的學習轉變（課後作業） 

研究者於本次課程的課後練習中發現，雖然學生是第一次接觸空

間中的坐標表示，但是對於題目上坐標的假設卻沒有太大的失誤

（1031118 札、1031226 札）。經研究者簡單訪談後瞭解，學生們表示

在課堂上以 GGB 輔助學習到，確立原點位置後，再自行推理其他點

的位置，就可以輕鬆寫出點坐標。 

    研究者在本次課程的課後練習中設計的三道題目略顯繁複，是因

為此單元開始有代數觀點融入幾何學習，因此在題目練習的部份會較

偏重數字運算。學生普遍認為較困難的一題是第 2 題（如圖 4-14），

這是一個長方形摺紙問題，目標是利用長方形（ABCD）的特性求出

D 點的坐標（1031118 札、1031226 札）。研究者認為，學生會覺得這

題很困難的原因是因為，題目給定的解題條件不明顯，有許多解題關

鍵需要靠學生自行去推理運算。經研究者觀察後發現，學生透過動態
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幾何軟體輔助學習後，對於圖形的理解逐漸有一定的基礎，因此檢討

這道題目時其實教學者只需要稍做提醒，學習者便能自行解題。 

 

 

 

 

圖 4-14  長方形摺紙問題 

二、學生對於課程之接受度（上課記錄、學習回饋單） 

    本次課程的進行無論是初版或再版試做大致上都還算順利，也於

時間內結束課程。然而，在解題的過程中，研究者發現試做的 5 位學

生已經漸漸不需要倚賴 GGB 輔助繪圖思考，就能自行憑空描繪並且

以推理的方式進行解題。特別要注意的是，隨堂例題 5 稍有難度，因

此研究者認為在往後的課程設計中應該要考慮改為進階難題挑戰。 

T1：這堂課複習了一年級學過的對稱、投影，並延伸到空間，沒有什麼斷層

的感覺，很快就可以連接平面和空間的關聯（1031118 單）。 

T2：有學到東西，也有獨立思考 XD（1031118 單） 

T3： 雖然需要用到較多的 GGB 以利看圖，但主要好像仍是純代數運算 

（1031118 單）。 

T4：用 GGB 上課其實滿有趣的，可是一直動腦超累的！（1031226 單） 

T5：GGB 確實有幫助理解，但還是需要多花時間整理與思考。（1031226 單） 
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參、課程的總體性省思 

    研究者在試做的過程中發現，學生的學習概念迷思往往比我們想

像中的嚴重程度還要大，因此研究者建議在下一次教學的時候，教學

者除了講解要清晰之外，整個概念的結構也要非常的清楚，以避免學

生在理解上有所誤解。 

    對高二的學生而言，空間坐標系是一個從未接觸過數學概念，因

此初學者容易在學習上出現迷思概念是可想而知的。而以動態幾何軟

體 GGB 輔助學習的優勢是，許多圖形可以在電腦螢幕上讓學生做動

態觀察，不需要費盡心思在腦海裡做抽象的想像。然而，研究者於此

要特別提醒的是，由於目前的考試仍然是以紙筆測驗為主，因此學生

在以 GGB 輔助理解圖形特性之後，教學者還是得帶領學生回歸到紙

筆形式，練習在平面上繪圖，動態幾何軟體於此僅能作為學習的輔助

工具。 

 

第五節 大班教學課程實施結果與討論 

本節是以四個課程活動於試做後的正式修訂版本再做一次大班

教學的課程實施結果，參與學生人數一共 48 人。礙於時間與場地限

制（電腦教室租借不易），本研究與合作學校協商之後，決議於寒假

第一天進行這四個課程活動，教學時程與研究者原先預定計畫無異，

唯課後作業練習需於開學後，另外要求學生繳回。茲將課程實施結果

整理如下。 
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壹、「空間中的基本幾何概念」 

一、課程進行形式之適切性（課堂觀察） 

    課程一開始，在學生熟悉軟體操作的部份所花費的總時數比研究

者原先預計的時間多出了一倍（1040128 札），研究者初步猜測原因

應該是上課人數比預期的多，加上師生之間是第一次認識，在沒有任

何默契與明確操作指令的情況下，學生會比較顯得不知所措。然而在

課程一進行到第二部分的時候，學生的學習漸入佳境，情況明顯改善

許多，唯有少數學生容易沉浸在 GGB 軟體中，雖不回應老師的各種

提問與互動，但在操作上也仍是持續朝引導方向前進（1040128 札）。 

本課程的重要學習概念之一是「歪斜」。其實「歪斜」這個名詞

對初學者來說雖然陌生，但是「歪斜」的兩直線交會性質在生活中卻

處處可見。由於教學者已有先前的試做經驗，瞭解到先進行問答而不

展示圖檔的教學優勢，藉由提問可以刺激學生的圖形想像，進一步再

讓學生自行思考其定義。因此，在本次課程中，教學者同樣也得到許

多有創意的回應（1040128 札），茲將對話（1040128 錄）整理如下。 

師：想想看，生活上看過哪些情形是歪斜（用手指比出歪斜）？  

    小帥：高速公路！  

    小音：兩支手電筒朝不同方向照出來的光線，而且要錯開，不可以疊在一起。 

    小孟：眼睛脫窗的時候（全班大笑）！ 

師：大家打開圖檔觀察一下，你們會如何向同學說明「歪斜」的幾何意義？ 

    小帥：錯開的兩條直線但不是平行。 

    小雄：在互為平行的兩平面上，畫出的任意兩條不平行的直線，就是歪斜。 
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    本課程的重要學習概念之二是「三面交會情形」。教學者於先前

試做經驗中瞭解到，要求學生憑空想像進而完整說出共八個分類是一

件不容易的事情，因此教學者得先明確引導學生作圖思考。一開始大

家都是安靜的，經教學者不斷引導刺激後才陸續有學生回應（1040128

札）。圖 4-15 為研究者蒐集學生畫的八種「三面交會情形」。 

 

 

 

(1) 三面交於一點                       (2) 三面交於一線 

 

 

 

(3) 三面重疊               (4) 兩面重疊交一直線於第三面 

 

 

 

(5) 三面相互平行             (6) 兩平面平行與第三面各交一直線 

 

 

 

 

(7) 兩重疊且平行於第三面                 (8) 兩兩交於一線 

 

圖 4-15  八種三面交會分類情形 
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二、學生對於課程之反應（上課記錄、問卷回饋） 

    從問卷中的回應來看，可將大家印象較為深刻的學習概念分為五

類：加強空間概念（點線面）、立體圖形模擬、歪斜、面與面交會情

形與其他（1040128 卷）。整體而言，大部分的學生認為，透過 GGB

的確有助於了解此單元的概念學習，尤其是在加強空間概念（點線面）

的部份覺得很有幫助，茲將整理如表 4-1。 

表 4-1  學生對於課程一的學習印象 

課程一 有幫助(42/48) 沒有幫助(6/48) 

概念 

類型 

加強空間概念

（點線面） 

立體圖

形模擬 
歪斜 

面與面 

交會情形 
其他 聽不懂 其他 

總人數 15 7 7 5 8 1 5 

    呼應先前試做結果可以瞭解到，藉由 GGB 軟體的輔助教學可以

增加學生對於空間中點線面概念的結構。此外，由於課程是讓學生自

行操作軟體，因此也增加了學生在課程上的參與度，顯得更願意投入

學習。 

另外，研究者於大班教學的觀察中發現，如同先前試做的學生所

述，大班教學的缺點就是：因為人多，教學者無法在課堂上滿足每位

學生的學習需求，因此常常會忽略掉少數學生的學習權益。 

S7： 透過 GGB 有助於加強我對空間中的抽象圖形概念以及對於形狀理解的 

判斷力。（1040128 卷） 

S35：透過 GGB 有助於空間上直線與立體圖形的計算，並且可以尋找垂直關 

係，從另一個角度看圖形。（1040128 卷） 

S42：透過 GGB 有助理解歪斜與三平面在空間中的關係。（1040128 卷） 
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S1：透過 GGB 有助於觀察三平面的八種相交情形。（1040128 卷） 

S16：透過 GGB 有助於釐清一些中文敘述的題目。（1040128 卷） 

貳、「三垂線定理與二面角」 

一、課程進行形式之適切性（課堂觀察） 

    在先前試做結果中發現，學生對於「直線與平面垂直」概念的理

解，常常會有一些教學者意想不到的迷思（1040128 札）。因此，在

此次概念的講解中，教學者僅先提問，試圖引導學生讓他們自行操作

GGB 觀察圖形後（如圖 4-5、圖 4-6），可以思考並釐清其迷思想法。 

師：大家試著想一下，是不是只要找到任意一條直線 L 跟平面 E 上的某一

條直線垂直，那麼直線 L 就會是平面 E 的垂線？（1040128 錄） 

小音：不是，只有一條確定是有垂直的，那還不一定。（1040128 錄） 

師：所以如果今天直線 L 歪掉了，它並沒有跟平面 E 上的每一條直線都垂

直，那麼直線 L 還會是平面 E 的垂線嗎？（1040128 錄） 

小樂：歪掉的話就不一定會跟平面 E 上的任一直線垂直了！（1040128 錄） 

師：請大家再看一次講義上的敘述，是否更理解它的意思呢？（1040128 錄） 

小帥：突破之前沒發現的盲點（對平面上 no 垂線有誤解）！（1040128 錄） 

    另外，在「三垂線定理」的概念講解中，研究者發現，用 GGB

的好處是學生們動手轉個角度就可以看到第三個交角的確是呈現垂

直的狀態。然而，當教學者提到該如何證明時，大家一開始都顯得毫

無頭緒的樣子，直到教學者畫出輔助線後，就有學生提出用「畢氏定

理」就可以做，再經引導後完成此證明（1040128 錄）。 
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    師：大家先觀察一下，圖中兩直線的關係會是呈垂直的嗎？ 

    小雄：一定是啊！轉過來看一下就知道是了！ 

師：哦？有何說服力？只用「看」的恐怕不夠喔！ 

民民：量出來是 90 度啊！！（註：GGB 中有一個內建工具盒可以量角度） 

師：要不要試著寫一下證明（畫出輔助線）？會更有說服力喔！ 

小帥：直角三角形耶...用畢氏定理就可以啦！ 

    最後，在「二面角」的概念講解中，大家似乎對於講義上的文字

理解都很直覺，沒有太多的疑問。然而，當教學者提問：「為何要找

交線又找垂直」？多數學生的反應是楞住，然後開始陷入沉思

（1040128 札）。經教學者引導討論後，很開心有學生直接回答到問

題核心，他認為需要找交線又找垂直的原因是因為這樣在二面角的定

義上才會有其唯一性（1040128 錄）。 

    師：看來大家對二面角的定義都還滿清楚的，但是大家試著想想看，為什麼

在找二面角的時候，都需要先找交線上的一點再做出垂直的兩射線呢？ 

    提摩：嗯...就定義啊！？看起來滿合理的＠＠ 

    師：定義這麼定會有其原因吧？大家可以試著移動圖中的動點去觀察一下～ 

    小帥：嗯...是因為這樣的角度才會是唯一的嗎？不然隨便畫也都有夾角啊！ 

二、學生對於課程之反應（上課記錄、問卷回饋） 

    從問卷中的回應來看，可將大家印象較為深刻的學習概念分為五

類：三垂線定理、二面角、角度關係、平面與垂線與其他（1040128

卷）。整體而言，大部分的學生認為，透過 GGB 的確有助於了解此單

元的概念學習，尤其是對三垂線定理的證明覺得很有幫助。茲將整理

如表 4-2。 
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表 4-2  學生對於課程二的學習印象 

課程二 有幫助(38/48) 沒有幫助(10/48) 

概念 

類型 

三垂線 

定理 
二面角 

角度 

關係 

平面與 

垂線 
其他 聽不懂 其他 

總人數 11 9 8 2 8 3 7 

    呼應先前試做結果可以瞭解到，藉由 GGB 軟體的輔助教學可以

增加學生對於空間中圖形的想像與邊角關係（畢氏定理）的推論。此

外，在此次課程施做中也發現與先前試做一樣的狀況，在隨堂例題 1

的部份，有少數學生被平面圖形給誤導，然而多數的學生是以幾何推

論的方式或者直接觀察 GGB 上所畫的圖形，避開圖形迷思進而回答

問題（1040128 札）。 

S42：透過 GGB 有助於理解三垂線定理的證明。（1040128 卷） 

S15：透過 GGB 有助於理解二面角的圖形定義。（1040128 卷） 

S28：透過 GGB 有助於觀察角度是否垂直。（1040128 卷） 

S35：透過 GGB 有助於理解平面與垂直的關係。（1040128 卷） 

S18：透過 GGB 有助於思考對圖形、形狀的想像。（1040128 卷） 

 

參、「空間中的多面體」 

一、課程進行形式之適切性（課堂觀察） 

    本課程的學習目標偏重對多面體的觀察與理解，較重視學生在空

間中的解題策略。研究者發現，多數學生對於正四面體與正六面體較

為熟悉，而有少數的學生則反應沒有看過正八面體（1040128 札）。
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經教學者引導討論後，學生們表示對於正八面體有較深度的理解，並

且也學會以 GGB 的內建工具輔助解題。 

師：大家先試想一下，正八面體的任意兩稜線夾角為何？（1040128 錄） 

    熊熊：60 度或 120 度！？（1040128 錄） 

師：哦？60 度是因為正三角形對吧？那 120 度是為什麼呢？（1040128 錄） 

拉拉：因為中間看起來是一個菱形，180 - 60 是 120。（1040128 錄） 

師：好的，大家現在可以打開做好的圖檔，去旋轉觀察看看。（1040128 錄） 

熊熊：中間是一個正方形！所以正八面體就是兩個金字塔嘛！（1040128 錄） 

師：說的很好！那大家再進一步找找看正八面體的任意兩面夾角為何？ 

（1040128 錄） 

小智：前一個單元有學，先找出兩面的交線，然後畫垂直，再用小工具量就

可以知道大概是 104 度。（1040128 錄） 

師：可以用算的嗎？（1040128 錄） 

小雄：可以啊！算出三邊長再用餘弦公式就可以啦！（1040128 錄） 

    另外，在隨堂例題 1 的部份，1-1 其實直接用看的或用 GGB「不

共線三點構成唯一平面」的小工具輔助繪圖都會得到答案。然而 1-2

因為題目多打一個字母，本來教學者想事先做修正，卻有少數幾位同

學就先發現題目的矛盾之處，令教學者著實感到驚喜（1040128 札）。 

小雄：老師！1-2 那一題怪怪的，「這四個點不共平面啊！怎麼會有截痕？」 

（1040128 錄） 

師：本來要講的，卻被你們先發現了！所以你們覺得老師原本是想問什麼？ 

（1040128 錄） 
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民民：應該也是要我們練習「三點構成一面」找截痕吧！（1040128 錄） 

小帥：都可以先畫畫看想一下啊！不過看後面答案老師應該是想問 A、B、

D 這三個點吧！？（1040128 錄） 

小音：有圖形輔助稍微好想像，也可以印證自己的推論～（1040128 錄） 

小樂：如果是 B、C、D，圖形畫出來是超人 S 外面那個形狀！（1040128 錄） 

二、學生對於課程之反應（上課記錄、問卷回饋） 

    從問卷中的回應來看，可將大家印象較為深刻的學習概念分為四

類：圖形判斷與理解、多面體的變化、立體圖形解構與其他（1040128

卷）。整體而言，大部分的學生認為，透過 GGB 的確有助於解決空間

中所遇到的數學幾何問題，尤其是在圖形判斷與理解的部份覺得很有

幫助，茲將整理如表 4-3。 

表 4-3  學生對於課程三的學習印象 

課程三 有幫助(42/48) 沒有幫助(6/48) 

概念 

類型 

圖形判斷 

與理解 

多面體 

的變化 

立體圖 

形解構 
其他 不太懂 其他 

總人數 16 13 6 7 1 5 

呼應先前試做結果可以瞭解到，藉由 GGB 軟體的輔助教學可以

增加學生對於空間中圖形的理解以及對於各種題型的解題策略。就隨

堂例題的幾個練習題來看，這些多面體其實在生活中很常見，尤其是

正立方體。然而，研究者認為，考試的題目千變萬化，若是沒有事先

去畫過、去了解過，其實很難在解題時能夠立即有想法。 

S44：透過 GGB 有助於判別平面圖形以及角度與邊長的關係。（1040128 卷） 

S27：透過 GGB 有助於推論正八面體的角度。（1040128 卷） 
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S20：透過 GGB 有助於認識立體圖形的結構。（1040128 卷） 

S32：透過 GGB 有助於了解圖形的切割面。（1040128 卷） 

肆、「空間中的坐標表示」 

一、課程進行形式之適切性（課堂觀察） 

    本課程的學習重點有別於先前的幾何圖形觀察，開始加入代數觀

點，因此教學者要求學生在解題之前，得先學會空間中「點坐標」的

表示方法。然而，在投影點與對稱點的討論中，多數學生表示不知道

該如何想像去完成講義上的表格。教學者原先認為，投影點與對稱點

是學生們應該要有的先備知識（1040128 札），但卻忽略掉多了第三

個軸，難度也隨之提高很多的這個情形。所幸，經過 GGB 的輔助繪

圖與講解，大家都有陸續完成表格並且學會以座標化解決問題。 

師：我們現在要加進代數觀點，學會用坐標化解數學題。請大家先試著用以

前學過的平面座標經驗，完成以下表格～（1040128 錄） 

熊熊：這有點抽象，太難了（1040128 錄） 

師：嗯...那我先確認一下，之前有學過什麼是投影點吧？那你們知道投影點

跟對稱點的關係是什麼？（1040128 錄） 

安娜：投影點是中點嗎？（1040128 錄） 

師：是的！投影點會是對稱組的中點，所以我們先以點(2,1,3)來畫畫看（以

GGB 繪圖），它對應 x 軸的對稱點是...(2,-1,-3)，所以投影點是(2,0,0)，

觀察一下，這兩個點跟原先的點有什麼變化？（1040128 錄） 

艾莎：對稱點除了 x 位置數字不變之外，其他兩個都變號了！（1040128 錄） 

安娜：然後那個投影點就是 x 不動，其他是 0！（1040128 錄） 
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熊熊：所以 xy 平面的對稱點就只有 z 的位置會變號，投影點就是把 z 的位

置寫 0 囉！？（1040128 錄） 

二、學生對於課程之反應（上課記錄、問卷回饋） 

    從問卷中的回應來看，又可將大家印象較為深刻的學習概念分為

四類：對稱點與投影點、坐標與圖形的關係、方程式的意義及其圖像

與其他（1040128 卷）。整體而言，大部分的學生認為，透過 GGB 的

確有助於了解此單元的概念學習，尤其是在對稱點與投影點的部份覺

得很有幫助，茲將整理如表 4-4。 

表 4-4  學生對於課程四的學習印象 

課程四 有幫助(35/48) 沒有幫助(13/48) 

概念 

類型 

對稱點 

與投影點 

坐標與圖形

的關係 

方程式的 

意義及其圖像 
其他 不太懂 其他 

總人數 15 7 6 7 5 8 

    呼應先前試做結果可以瞭解到，藉由 GGB 軟體的輔助教學可以

有利於學生對於空間中的抽象思考轉化成為具體圖像思考，也順帶釐

清先前的學習錯誤迷思。 

S42：透過 GGB 有助於了解投影點與對稱點的關係。（1040128 卷） 

S29：透過 GGB 有助於了解座標與其圖形的關係。（1040128 卷） 

S36：透過 GGB 有助於了解方程式意義與其在空間中的分佈情形。 

（1040128 卷） 

S32：透過 GGB 可旋轉圖形對想像有更深入的理解。（1040128 卷） 
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第六節 課程設計的省思與修正 

本研究目的是以動態幾何軟體 GeoGebra (簡稱 GGB)融入高中幾

何課程做教學活動，經課程實施後，以下將研究結果分為兩個部分做

分析：一是學生對於四個課程的接受程度，二為研究者對於四個課程

設計的省思與修訂。 

 

壹、學生對於課程的接受程度 

一、試做學習者對於課程的滿意度 

    依據 5 位試做學習者於學習回饋單中的回答，研究者將學習滿意

度分類為：非常滿意（5 分）、滿意（4 分）、普通（3 分）、不滿意（2

分）、非常不滿意（1 分），茲將結果整理如表 4-5。 

表 4-5  試做學習者對於四個課程的學習滿意度 

編碼 / 課程 一 二 三 四 

T1 5 5 5 5 

T2 4 4 5 4 

T3 5 5 5 5 

T4 5 5 5 5 

T5 5 5 4 5 

平均 4.8 4.8 4.8 4.8 

    整體而言，5 位試做學習者對於四個課程的學習滿意度皆達滿意

程度，學生同時也建議教學者，在課堂上應給予學生多一點獨立思考

的空間與時間，這樣在學習上也會比較有學習成就感。 
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T1：真的很容易被平面圖形誤導，需要多一點時間思考與觀察，GGB 是個好

用的工具。（1031118 單） 

T4：用 GGB 可以輔助思考，自己獨立思考後而獲得的知識，真的是有學到

東西！（1031226 單） 

T5：我覺得有些題目沒有圖的話我絕對做不出來，但是透過 GGB 還有同學

的獨特見解＋解釋就比會了，這要想比較久一點。（1031226 單） 

T2：可以先旋轉 GGB 看各種不同角度，再進行分析與討論（1031118 單） 

T3：對空間沒啥概念的人，用 GGB 可快速畫出圖形，不會受限於實體模型 

（1031118 單） 

二、大班教學研究對象對於課程的接受度 

   依據大班教學研究對象於學習心得問卷中的回答，研究者將學生

對於四個課程的排序，經分類後整理如表 4-6。 

表 4-6  大班教學研究對象對於四個課程的排序 

排序 / 課程 課程一 課程二 課程三 課程四 

1 9 6 21 8 

2 9 17 9 6 

3 12 12 9 5 

4 11 5 1 21 

0（無填答） 7 8 8 8 

    以課程一來看，多數的學生認為課程一的受用程度應排在第三名

的位置。依此類推，課程二的排序是在第二名，而課程三的排序是在

第一名，最後課程四的排序則是在第四名。按此結果，研究者認為，

以 GGB 融入高中數學幾何課程而言，課程三「空間中的多面體」的

教學內容對學生來說是最為受用的。 
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S32：我覺得課程三最受用，因為立體空間的切割難想像，可用 GGB 幫助。 

另外，為何沒有比正 20 面體以上的正多面體？（1040128 卷） 

S47：我覺得課程二很受用，因為用 GGB 輔助可以增加印象。（1040128 卷） 

S28：我覺得課程一很受用，因為用 GGB 簡單操作可看出面與面的交會情形。 

（1040128 卷） 

    S36：我覺得課程四算是受用，因為多了 z 軸，覺得要會畫實際的圖比較好想。 

（1040128 卷） 

    另外，根據大班教學研究對象於學習心得問卷最後「非講不可」

的填答狀況（如表 4-7）可以瞭解到，有相對高比例的學生認為以 GGB

融入高中數學幾何課程是有正向積極作用的，並且也很感謝研究者對

於教材設計的用心。然而，無填答人數的比例也不低，經研究者追溯

其問卷填答狀況後發現，雖然這些學生在「非講不可」的部份沒有作

答，但是他們在其他項目都有熱切的回饋，因此研究者推測應該是因

為此題為開放式問題，很多同學在不知道寫什麼內容的情況下，只好

放棄作答。 

表 4-7  「非講不可」的分類情形 

分類 
覺得 GGB 

非常受用 
謝謝老師 

覺得課程 

太難 
其他 無填答 

對應人數 13/48 14/48 4/48 1/48 16/48 

對應比例 27%  29%  8%  2%  33%  

 

S14：GeoGebra 是一個很實用的軟體（1040128 卷） 

S14：雖然對電腦不熟，但這套軟體對學習空間有很大的幫助（1040128 卷） 

S19：開始對空間有興趣！（1040128 卷） 
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S15：謝謝老師提供這麼棒的軟體，真的獲益良多！（1040128 卷） 

S48：學到新的有用軟體。感謝老師，3 個小時一下就結束了！（1040128 卷） 

S43：謝謝老師，老師很用心準備^_^（1040128 卷） 

 

貳、課程設計的省思與修正 

一、課程省思 

    左台益（2012）在過去文獻中，以 Donald 認知演化四個階段與

Shaffel 及 Kaput 的虛擬文化觀為基礎，提到動態幾何軟體具備三個

基本功能：概念性的工具、人機互動關係與動態表徵。研究者將依此

三項基本功能作為本研究 GGB 融入高中數學幾何課程的省思參考。 

（一）概念性的工具 

    GGB 軟體的作圖工具是符合歐式幾何作圖概念，學生在操作時

容易受到數學思維所規範，因此也較容易被激發出許多數學想法。以

課程三為例，當教學者要求學生思考正八面體中的任意兩稜線之夾角

為何時，學生在經由操作的過程中可以瞭解到正八面體其實就是兩個

以正方形為底座的金字塔。另外，在課程四的部分，學生也因為有親

自動手操作過，而對投影點與對稱點之間的關係有更深刻的印象。 

（二）人機互動關係 

    學生在操作軟體時，透過 GGB 內部自主性的計算所呈現的物件

軌跡，可以激發出學生自發性地去思考其呈現原因。以課程一為例，

當教學者要求學生思考三面交會情形時，雖然一開始大家顯得毫無頭

緒，但是經引導後，陸陸續續開始有學生可以畫出各種交會情形，甚
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至有學生可以自行憑空想像歸類出八種分類情形。此外，在課程二的

部份，像是垂線的定義與三垂線定理，也都因為學生有自己去畫過，

對於課程概念也會比較瞭解。 

（三）動態表徵 

    學生在 GGB 的動態操作環境中，容易將情境式的問題賦予其數

學意義。以課程二為例，教學者要求大家觀察圖檔後去思考關於二面

角的定義陳述，學生可以從觀察的結果推論出，會這樣定義其實是因

為需要有「唯一性」。另外，在課程一的部份，透過動態操作與觀察，

也可以讓學生更理解歪斜的意義。 

    總結上述三點，四個課程教材設計皆滿足此三項基本功能，讓學

生能有自主性學習與思考的機會。整體而言，以 GGB 融入高中幾何

課程做教學活動對學生來說具有正面的影響力。然而，無論是課程試

做的學生或是大班教學研究對象皆有少部分的學生對於這四個課程

有否定的情形，研究者將這些否定情形依研究結果中的討論分為三類：

「對於軟體操作不熟悉」、「覺得課程太難」以及「認為不需要倚賴

GGB」，茲將結果說明如下。 

（一）對於軟體操作不熟悉 

    在先前課堂觀察中發現，有少數同學在軟體操作方面相較於其他

同學而言，反應是比較慢的。於此，研究者認為，除了在課程一開始

有 5 分鐘的教學引導 PPT 之外，要再多留 10 至 15 分鐘的時間讓大

家熟悉軟體介面。此外，如果時間允許的話，可以考慮上課前事先訓

練幾個反應比較快的小助教，以避免在課堂上，教學者要忙著講解課

程概念又要忙著回應學生軟體操作的問題。 
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（二）覺得課程太難 

    在先前課堂觀察的討論中有提到，覺得課程太難的這些學生認為，

可以的話，希望老師能再給他們多一點時間思考。於此，研究者認為，

在進度不趕的情況下，應給予學生思考空間，否則一開始就跟不上大

家的進度，更不用說後面的學習狀況了。  

（三）認為不需要倚賴 GGB 

    在學習回饋單與心得問卷中發現有少數的學生認為空間概念的

學習不一定要靠 GGB 輔助，有些學生其實自己憑空用想的就可以學

得很好，而有些學生覺得軟體操作太困難不如實際模型觀察來的直接。

於此，研究者認為，以 GGB 融入數學幾何教學雖然不見得適用於每

一個人，但是至少可以介紹大家一個新工具的使用，讓以往在空間慨

念有學習困擾的學生，多了一個管道可以多元嘗試學習，也加深了學

習的印象。 

二、課程設計修正 

    綜合上述課程省思與指導教授和現職教師的建議，研究者將課程

設計做了部分的修改，整理如下。 

（一）空間中的基本幾何概念： 

1、將學習單內容〈動手做做看〉與〈重點整理〉位置交換，讓學生

可以自行先操作過後，再建構其學習概念（陳老師建議）。 

2、將所有隨堂例題的答案寫於學習單最後，避免讓學生先看到答案

會有針對答案做結果推論的疑慮（指導教授建議）。 
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（二）三垂線定理與二面角： 

1、針對「直線與平面垂直的定義」的討論，需避免將錯誤迷思概念

呈現在學習單上，以避免學生誤以為寫在講義上的文字就是正確

的概念知識（指導教授建議）。 

2、搭配「三垂線定理」的 GGB 附檔，建議先不要急著將輔助線畫出，

可以先讓學生自行觀察何謂第三垂，再逕行講解（陳老師建議）。 

（三）空間中的多面體： 

1、學習單中正四面體的附圖在講解時可特別引導學生做討論，否則

只看圖會誤以為這個正四面體是三面相互垂直的三角錐（林老師

建議）。 

2、隨堂例題 1-2 可延伸為三種題型，分別對 ABD、ACD、BCD 三點

個別做討論，可刺激學生對於空間中圖形的思考（許老師建議）。 

（四）空間中的坐標表示： 

1、在要求學生探索投影點與對稱點之前，得先有個前置引導教學，

否則直接要學生完成表格對他們來說太困難了（許老師建議）。 

2、隨堂例題 4 的部份建議可註明使用坐標化解題或是找出邊長的對

應關係，讓學生可以彼此去討論不同的解題策略（陳老師建議）。 
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第五章 結論與建議 

本研究之主要目的是設計出動態幾何軟體 GeoGebra (GGB) 融

入高二學生學習幾何概念之教學活動。本章根據第四章研究結果與發

現，提出以下結論與建議。 

 

第一節 結論 

根據本研究的結果及相關文獻，歸納回答以下問題：「GeoGebra

融入數學幾何概念教學教材的適切性」，「分析學生對於 GeoGebra 融

入數學教學後的接受程度」，「探討執行實施 GeoGebra 融入數學教學

試作後，研究者對於課程設計的省思」。 

 

壹、GGB 融入數學幾何概念教學教材的適切性 

一、操作 GGB 可以讓學生從中學習數學幾何概念。 

郭重吉（1997）在過去研究中指出，在設計電腦輔助學習課程時，

必須參考相關的學習理論與教學理論，方能設計出真正有益於學生學

習的電腦學習環境。本研究的教學教材是搭配 GGB 的特性所設計出

來的，左台益（2012）在過去文獻中提到，動態幾何軟體具備有三個

基本功能：概念性的工具、人機互動關係與動態表徵。因此使用 GGB

輔助空間學習的優勢是，許多圖形可以在電腦螢幕上讓學生做動態觀

察，不需要費盡心思在腦海裡做抽象的想像。 
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二、解題前需先讓學生有圖像經驗 

有別於以往的傳統學習方式僅能紙上談兵，GGB 可以讓學習者

自行操作，並且搭配小組討論與思考，以動態觀察刺激思考進而建構

知識用以解題。Hohenwarter et al. ( 2008) 認為，使用電腦套裝軟體可

以輔助學生做觀察式學習，在課堂上的數學概念操弄會使學生受到視

覺化圖像變化的刺激，進而協助學生在觀察學習過程中做出有意義的

猜測。因此研究者認為在學習解題之前須先讓初學者有圖像經驗，再

教導學生如何在平面上繪圖，會令學生在學習上印象較為深刻。 

三、GGB 融入數學幾何教學改變學生的學習型態 

考慮到學生使用 GGB 學習優勢的同時，也須考慮到學生的學習

目標。Bussi (1996) 認為教學活動的核心是產生在「數學討論」時，

透過發現學習的教學活動設計的目的，是將課程學習的經驗轉換為數

學知識的建構。因此，在本研究 GGB 融入幾何教學的課程設計，除

了能增加學生在課程上的學習認知之外，也能更確實地看到學生於學

習後由被動學習轉為主動學習的改變。 

貳、學生對於 GGB 融入數學教學後的接受度 

一、多數學生對於 GGB 融入數學幾何教學持正向看法 

根據研究結果發現，多數學生認為動態幾何軟體 GeoGebra 融入

數學教學是有正向積極作用的，同時也提高了對課程學習的參與意願。

如林宜臻（2013）所說，GeoGebra 不只扮演板書數位化，除了將課

程內容呈現，其設計也讓學生有動腦思考的時間與空間。 
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然而有少數學生反應，透過 GGB 繪圖的確可以幫助學習，但是

對於自己本來就可以憑空繪圖的學生來說其實不盡然。研究者認為，

其實在幾何的探索中，個體通常會透過圖像操作和邏輯論述進行幾何

思考，只是每個人圖像操作的方式有所不同，並不代表 GGB 輔助學

習在他們身上沒有產生任何的影響。如同許舜淵、胡政德（2014）在

過去文獻中提到，我們需要的是更多的比較研究，以量的去探究一般

性，而質的則是去探究歷程上的差異。 

二、學生從 GGB 所得的學習經驗較具學習遷移的效果 

動態幾何軟體 GGB 繪圖，對師生而言是多了一項新工具可以使

用，並且能將其運用在較困難的圖形上。游正祥（2011）於研究結果

鐘發現藉由學生操作 GeoGebra 的圖像表徵所得到的學習經驗比傳

統教學更具學習遷移的效果。而本研究結果中也發現，學生因為在上

課的過程中就已經建立其圖像概念，練習題目的時候僅需要回憶圖形

的樣子並作推理思考，並不需要再特別去繪圖想像。 

三、GGB 輔助教學較傳統教學較能夠影響學生學習 

此外，有學生認為使用電腦上課如果沒有適當的教學策略，學生

會很容易就分心。關於學生學習專注力的部分，研究者認為，這些情

形其實在傳統教學的過程中也很常出現，因此教學是否能進行順利，

端看教學者與學生之間的互動與默契。整體而言，電腦輔助教學是比

傳統教學較能夠影響學生學習，但若混何使用，其效果會特別顯著

( Dalton & Hannafin, 1988)。 
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參、實施 GGB 融入數學教學後，研究者對教材設計的省思 

一、GGB 的介入會改變師生在教學互動上的模式 

依據本研究的結果可以發現到，電腦軟體 GGB 的介入會改變師

生在教學互動上的模式。因為在電腦輔助教學的環境下，它迫使使用

者激發出數學想法，讓學生較能夠自主學習。這種人與資訊科技的互

動方式從人機主從關係可能轉化成雙方各自具自主意識的雙向互動

關係，且數學係為其共同的溝通語言（左台益，2012）。然而，學生

在初學空間向量的過程中，由於學科知識概念尚未足夠，容易造成學

習上的錯誤迷思。因此，教學者除了要能夠隨機應變之外，可以事先

多揣摩學生可能發生的各種錯誤迷思，以避免在上課時造成雙方無法

相互理解與溝通。 

二、使用 GGB 可以協助學生解決數學問題 

心理學家發現學習者的內在認知結構與建構知識的過程才是學

習成功的關鍵（余酈惠，2002）。然而，空間向量課程的出現，對高

二學生這個學習階段來說已經不是單純的平面問題，而是較為複雜的

空間問題。為了避免學生在學習的理解上有所誤解，研究者認為在教

學的過程中需特別注意幾何概念的呈現，避免花費過多的時間在做無

謂的數字計算，造成學習重點失焦。Duval( 1995) 在過去研究中提到，

幾何活動是複雜的認知過程，包含了構圖、視覺化與推理，發展視覺

表徵與推理能力有利於各種不同的認知歷程的交互作用。因此，透過

GGB 的操作可以協助學生釐清對於數學的迷思想法，使學生較能結

合文字、圖像的表徵，思考更恰當的解決方法。 
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三、僅憑紙筆測驗無法測驗出學生在空間方面真正的能力 

此外，許舜淵、胡政德（2014）在先前文獻中提到，雖然多數研

究顯示動態幾何環境能夠增進與支持重要的學習活動，但是在目前的

研究中不知道增加幅度的影響，更不知道在動態幾何環境下學習與在

紙筆環境下學習如何不同。研究者認為，現在的教學講求多元化，無

論是在動態幾何環境下學習或是在紙筆環境下學習都可有其優缺點，

端看教學者如何取捨。只是，值得令人省思的是，既然學習趨向多元，

那麼測驗也仍然採用紙筆的作答方式嗎？研究者在教學互動的過程

中發現，有些學生對於空間中的圖像想像能力非常豐富，這些能力不

是僅用單純的紙筆測驗或練習就能夠看出來的。 

 

第二節 建議 

壹、對動態幾何軟體 GGB 融入高中數學教學的建議 

在研究的過程中，研究者不斷地進行課程設計的評估與修正，希

望能夠藉此提供一個適當的教材來幫助學生學習空間幾何。以下根據

在教學過程中，所作的觀察記錄和省思，歸納出7點建議。 

一、教材設計方面 

1、教材內容盡可能以互動式（例如填空格、Q&A）的方式呈現，而

非單調的陳述式呈現，讓學生能有多一點的刺激和引導思考的機

會，增加對於學習的興趣。 
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2、要注意使用GGB時，所呈現畫面的訊息量，必須盡量簡化避免多

餘的干擾妨礙學生的思考。在立體轉譯平面幾何的概念時，得簡

單、明瞭，單純地提供學生可以觀察、實驗、操作、猜想、測試，

達到學會問題解決的目的。 

3、需特別注意GGB圖檔的顏色深淺配置，尤其是各教室投影設備不

一，難免會有色彩偏差的情形，在圖形呈現上可能會容易造成學

生誤會。 

4、研究者認為以紙筆形式的測驗方式無法完全測出學生在空間概念

的學習成效。然而現行測驗仍以紙筆形式為主，因此研究者建議，

出題應偏重學生對於概念的理解，而非繁雜的計算考題。 

二、教學輔助方面 

1、事前培訓電腦小助教，於課堂進行時，透過小助教可以隨時了解

學生可能的學習需求，並且即時予以協助。 

2、教學者在講解的過程中，需注意課程的整體架構以及口語表達上

的鋪陳，以避免造成學生多餘的誤會形成不必要的錯誤迷思。 

3、在課堂上盡可能讓學生有獨立思考與小組討論的時間，不能因為

需要趕課而讓學生錯失了許多釐清錯誤迷思的機會。 

4、資訊輔助教學不應該僅是教師的教材設計而已，應該要讓學生主

動自行操作，而教師的角色是引導學生去觀察作推理，如此對於

學生長期的學習影響會是正向的。 
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貳、對未來研究的建議 

    研究者希望能藉由 GGB 融入數學幾何教學，讓學生在學習的歷

程中，透過 GGB 的輔助特性、功能等，能夠自行操作進而自行建構

其數學幾何概念。然而，由於研究者本身的限制，本研究僅先對一個

空間向量單元實施四個教學活動，使得研究結果目前無法做一般教學

的推論，但仍可做相關研究或課堂設計之參考。因此對於未來研究的

建議有以下 2 點： 

1、擴增教材內容：本研究的課程內容設計僅作為空間向量單元的入

門教材，然而 GGB 還有更多的功能特性等待著被開發，例如：圓

錐曲線、積分（上和、下和、曲線下的面積）、對函數求導數、對

多項式函數求極值等，甚至其他需要大量圖解進行觀察之單元（函

數、指數、統計等）都能以 GeoGebra 呈現。研究者希望未來有

一天能夠有機會將 GGB 廣泛地運用至課堂教學上，讓學生能夠從

動態操作中學習數學概念知識。 

2、加長研究期程：本研究比較可惜的是僅能有一次入班的試做機會，

比較無法立即看出學生的學習轉變。倘若合作學校方面可允許，建

議入班教學至少要擴增至一次段考的教學期程，藉此更可以觀察學

生在長期以 GGB 學習空間幾何的環境之下，其學習成就是否將受

到影響。 
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附錄 

附錄一、教材內容 

 《學習單一：空間中的基本幾何概念》 

（本學習單需搭配動態軟體 GeoGebra 操作） 

學校：              班級：         座號：         姓名：                

〈重點整理〉 

◎ 空間中相異兩點決定一直線。 

〈Think〉試著說說看：空間中兩條直線的交會情形？ 

◎ 空間中決定一平面的條件： 

   (1)不共線相異三點；(2)一線及線外一點；(3)兩平行線；(4)兩相交直線。 

◎ 空間中直線與平面的交會情形：（將各種交會情形填入下方空格處） 

   (1)兩直線：        、        、                或          。 

   (2)一直線與一平面：        、                或                。 

(3)兩平面：        、        或                。 

〈動手做做看〉 

1、打開附檔 1_5，觀察兩直線的特性，並且與組員討論後寫在下方空白處。 

特性： 

〈Think〉生活中可以看到的歪斜有哪些？ 

2、在新的頁面上開啟 3D 繪圖區，在指令欄上分別任意輸入兩個點，將這兩個

點連成一條直線。接著，在 3D 繪圖區空白處任意點出第三個點，此三個點

可行成唯一平面。 

☆ 試說明：「不共線相異三點可決定唯一平面」的理由。 

理由： 

3、依上述操作自行創造任意兩平面，觀察其交會情形，並與組員討論後寫下來。 

特性： 

☆ 延伸思考：如上所述，若有任意三個平面，其面與面的交會情形為何？ 

特性：  
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               請同學依據觀察 GGB 操作的結果，回答以下問題。 

 

1、是非題：下列關於空間的敘述何者正確？（可參考附檔 1_1、1_2、1_5） 

(     ) 通過已知平面外一點，恰有一平面與此平面垂直。 

(     ) 通過已知直線上一點，恰有一平面與此直線垂直。 

(     ) 通過已知直線外一點，恰有一平面與此直線平行。 

(     ) 通過已知直線外一點，有無限多個平面與此直線平行。 

(     ) 空間中兩相異直線若不相交，則一定平行。 

(     ) 空間中任意兩相異直線一定有公垂線。 

(     ) 垂直於同一直線的兩相異直線必平行。 

(     ) 兩歪斜線在一平面上之正射影為相交兩直線。 

(     ) 相異兩平面 E、 F 交於一線 L， 若 L 垂直一平面 G, 則 E、 F 均垂直於 G。 

(     ) 若 L1 與 L2 是歪斜線，L1 與 L3 也是歪斜線，則 L2 與 L3 亦為歪斜線。 

2、如圖，ABCD−A/B/C/D/為立方體的八個頂點， 

試問下列那些線段會與線段
⎯
A/B共平面？ 

（可參考附檔 1_4）   

(A)
⎯
BC/ (B)

⎯
AC (C)

⎯
DB/ (D)

⎯
DD/ (E)

⎯
CD/ 

3、二歪斜線在同一平面上之射影可能為下列哪些選項？ 

(A) 一直線             (B) 二相交直線    (C) 二平行直線 

(D)  直線及線外一點    (E) 一點。 

 
〈挑戰題〉 

請依下列步驟求正立方體中任兩頂點連線，所有連線中成歪斜線之對數。 

（可參考附檔 1_3） 

(1) 考慮任一不共面四點所成的四面體，其稜線中恰有幾對歪斜線？ 

(2) 正立方體共有八個頂點，任取四個一組再扣除共面者，即為不共面四點,  

    試求正立方體所有頂點中不共面四點共幾組？ 

(3) 由以上兩小題可知正立方體任兩頂點連線，所有連線中成歪斜線者有幾對？ 

  

隨堂例題 

 

A 
B 

C 
D 

A/ 

B/ 

C/ D/ 

參考答案 

1、XOXOX  OXXOX  2、(A) (E)  3、(B) (C) (D)  〈挑〉(1) 3 (2) 58 (3) 174 
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《學習單二：三垂線定理與二面角》 

（本學習單需搭配動態軟體 GeoGebra 操作） 

學校：              班級：         座號：         姓名：                

〈重點整理〉 

1、直線與平面垂直的定義 

   若直線L和平面E相交於 P點，平面E上通過 P點的每一條直線都和L垂直，

則稱直線 L 垂直平面 E，以 L⊥E 表示，此時直線 L 稱為平面 E 的垂線。 

Q：打開附加的 GGB 檔案，觀察 PA、PB、PE是否垂直PD？ 

如果直線 L 沒有垂直平面 E，則PA、PB、PE個別與PD的關係為何？ 

與組員討論後，試說明原因，並且寫下來 

〈上課筆記〉 

2、三垂線定理 

設直線 AB


與平面 E 垂直於 B 點，直線 L 在平面 E 上，直線BC


垂直 L 於 C 點 

⇔ AC


與 L 垂直於 C。如左下圖： 

 

 

 

 3、二面角 

   平面 E1、E2 相交於直線 L，在 L 上任取一點 M，分別在平面 E1、E2 上做一

射線MA


、MB


與交線 L 垂直，則兩射線夾角的度量	θ	正好為一個二面角，

如右上圖。 

註：觀察動態軟體幾何 GeoGebra 附檔中，二面角的動態模擬圖形，說說看你發

現了什麼？與組員討論後，試說明原因，並且回答下列問題 

  

E 

M 

M’ 

E1 

E2 

L 



105 
 

 D 

A B 

C 

E 

H G 

F 
K 

Q1: 〈Think〉∠BAC 與∠BDC 何者最能夠代表這兩個面的夾角？ 

Q2：為何一定要找與交線上任一點之垂直線？ 

Q3:打開附檔「正四面體」，試問△ACD 與△BCD 之兩面夾角在哪裡？ 

 

 

               請同學依據觀察 GGB 操作的結果，回答以下問題。 

 

1、如圖，正立方體 ABCD−EFGH 中，（可參考附檔 2_1） 

HF與 EG交於 K 點，則下列敘述何者正確？ 

(A) EB BG⊥   

(B) HF EG⊥   

(C) KB EG⊥   

(D) KB HF⊥   

(E) KB BC⊥ 。 

 

2、下圖是一個三角錐，△ BCD 是邊長為 6 的正三角形

且 5AB AC AD= = = ， 從頂點 A對底面 BCD 作垂線

AH交底面於H 點，則：（可參考附檔 2_2） 

(1) 高 AH的長＝           。 

(2) 設側面 ACD 與底面 BCD 所夾的二面角為θ﹐ 

   求 cosθ 的值＝          。 

 

 

 

3、如圖，一個每邊長均為 4 的正四角錐，其中 ABCD

為正方形，其餘四個三角形均為正三角形。設底面

ABCD 與側面 ABE 所夾的二面角為θ， 

則 cosθ =          。 

 

 

 

  

隨堂例題 

參考答案 

1、(B) (C)   2、(1) 13 (2) 
4

3
   3、

3

3
 



 

學校

〈常

 

 

 

 

 

 

〈想

   

答：

 

 

 

   

 

1-1

 

 
1-2

2、

隨

1、正

校：      

常見多面體

想一想〉正

       （

：        

         

右圖為一正

通過 A、B

問下列何者

(A)直角三角

(D)非正方形

通過 ABD

答：  

在空間中，

頂點，則其

(A) 三角形

隨堂例題 

正四面體 

 

《學習

（本

        班

體〉 

正八面體中

與同學討論

         

   請同學

正立方體，A

B、C 三點的

者為其截痕

角形  (B)非

形的長方形

四點的平面

，一平面與

其截面的形

形   (B) 四

2、正六面

習單三：

本學習單需搭

班級：    

，夾在中間

論後，寫下

         

學依據觀察 G

A、B、C 分別

的平面與此

痕的形狀？ 

非直角三角

形  (E)六邊

面與此立方

與一正立方體

形狀可能是下

四邊形   (C

面體 

 

3、
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認識空間

搭配動態軟體 G

     座號

間的任意兩相

下答案並說明

      理由

GGB 操作的

別為所在的

此立方體表面

   （可參考

角形  (C)正

邊形。 

方體表面相截

體相截，若

下列哪種圖

C) 五邊形 

、正八面體 

間中的多面

GeoGebra 操作

號：       

相鄰稜線的

明你的理由

由： 

的結果，回

的邊之中點

面相截，  

考附檔3_1）

正方形  

截，請問其

若在平面的兩

圖形（複選）

  (D) 六邊

 

4、正

面體》 

作） 

  姓名： 

的夾角為幾度

由。） 

回答以下問題

，  

） 

其截痕的形狀

兩側各有正

）？（可參考

邊形   (E) 

正十二面體 

 

         

度？ 

題。 

狀可能為何

正立方體的4

考附檔3_2） 

八邊形。 

D 

5、正二

 

     

何？ 

4 個 

二十面體

 



 

3、如

 

 

 

4、

 可

 如

 體

 

 

 

 

5、

  

參

1-

如右圖，一個

中點，則四

6
( )     

2
A

Hint：先試

將一個正四

可得四個小

如果原四面

體積為    

有一鋼架結

形，側面有

可得圖二所

參考答案 

1、(D)  1-

個邊長為 1

四邊形 ABCD

  ( ) 2     B

試想四邊形

四面體的四

小正四面體及

面體ABCD的

         

結構，其底

有四個正方

所示的圖形

2、正六邊

的正立方體

D 的面積為

3
   ( )     

2
C

ABCD 為何

四個面上的各

及一個正八

的體積為12

 。（可參考

底面的邊長為

方形及四個正

形。則此鋼架

 

邊形  2、(B)
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體，B﹐D 分別

為何？（可參

5
   ( )     

4
D

何種形狀？

各邊中點用

八面體，如圖

2，那麼此正

考附檔 3_4

為2單位的正

正三角形(如

架的高度為

) (D)  3、(

別為 EF , 

參考附檔 3_

   ( ) 3E  

 

用線段連接

圖所示。 

正八面體的

） 

正八邊形，

如圖一)。從

為        單

(A)  4、6  

GH
_3）

， 

的 

上面為邊長

從此鋼架上方

單位。（可

5、 2  

長2單位的正

方作正射影

可參考附檔3

 

正方

影，

3_5） 



 

學校

〈想

每天

〈重

1、

   

[註

[註

2、若

〈概

在空

(1) 

(2) 

校：      

想一想〉 

天的同一個

重點整理〉

空間坐標系

原點 O、ݔ軸
與單位長組

註 1]在空間坐

所決定的

稱為坐標

註 2]三個坐標

稱為一個

若在空間坐

平面(yݔݖݔ)平面ݖݕݖ)y平面ݔ軸ݖ軸ݕ軸ݔ  
概念釐清〉

空間中： 

1=x 代表的

同理， y =

而
1

1

y

z

=
 =

 代

1=+ yx 代

《學

（本

        班

個時間點，上

 

系： 

軸、ݕ軸、ݖ
組成空間直

坐標系中，

的平面分別

標平面。 

標平面把整

個卦限，規

坐標系中，有

  

軸 

軸 

軸 ݖ = ݔ (0 = 0) y = 0) 
 

的意義是：

1= 、 1z = 代

代表的意義

代表的意義是

學習單四：

本學習單需搭

班級：    

上空有許多架

軸（其中ݖ

直角坐標系

由	ݔ軸與	ݕ
別稱為	ݔy平面

整個空間區分

規定：ݔ ൐ 0
有任意一點ܲ

投影點ሺܽ, 0, 0ሻሺ0, ܾ, 0ሻሺ0, 0, ܿሻሺܽ, ܾ, 0ሻሺ0, ܾ, ܿሻሺܽ, 0, ܿሻ
：         

代表的意義

義是：     

是：      
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：空間中的

搭配動態軟體

     座號

架飛機，它

軸ݕ、軸ݔ
，簡稱空間ݕ軸、ݕ軸	ݖ
面、ݖݕ平面

分成八個部

ݕ、 ൐ ,ሺܽܲݖ、0 ܾ, ܿሻ，請

點 ሻ ሻ ሻ ሻ ሻ ሻ 
     ； 

義是：     

         

         

的坐標表示

GeoGebra 操作

號：       

它們是如何能

軸兩兩垂ݖ、

間坐標系，如

軸、ݖ軸與

面、ݔݖ平面

部分，每一部ݖ ൐ 0為第一

請試著以 G

對稱點 

 

 

 

 

 

 

         

  。 

 ；其法向

示》 

作） 

  姓名： 

能夠確保彼

垂直） 

如右圖。 

與	ݔ軸 

，統

部分 

一卦限。 

GGB 做探索

  。 

向量：      

         

彼此不會相撞

索，完成下表

距離 

 

 

 

 

 

 

         

      

撞？ 

表。 

 。 
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               請同學依據觀察 GGB 操作的結果，回答以下問題。 

 

1、已知A（4, 1,–3）,B（–2 ,3 ,1）為坐標空間中兩點，P為 x軸上一點且APതതതത＝BPതതതത，
求 P 點坐標？（可參考附檔4_2） 

 

 

 

2、設P(1, 3, 4)，Q(4,-5,8)，則：（可參考附檔4_4） 

(1) P點對於 y軸的投影點坐標為？(2)	PQതതതത在ݔݖ平面的投影線段長?  

 

 

 

3、設 P(x，y，z)為第一卦限上的點，已知 P點到 x，y，z 軸之距離分別為 

   √41， √34，5，則 P 之坐標為？（可參考附檔4_3） 

 

 

 

4、圖為一正立方體，若ܯ在ܤܣതതതത線段上，ܯܤതതതതത =  ，തതതതതܯܣ3

   ܰ為線段ܥܤതതതത之中點，則cos∠MON＝？（可參考附檔4_5） 

 

 

 

 

 

〈挑戰題〉 

如右圖，有一邊長為 1的正立方體， 

今置頂點 A於空間坐標系中之原點(0,0,0)， 

頂點 B於正 z 軸上，則頂點 C 之 z 坐標為 。 

（可參考附檔 4_1） 

 

 

 

 

 

  

隨堂例題 

參考答案 

1、(1,0,0)  2、(1) (0,3,0) (2) 5  3、(3,4,5)  4、
10 17

51
  〈挑〉

3

3
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附錄二、學生課後作業練習 

《課後練習：空間中的基本幾何概念》 

學校：              班級：         座號：         姓名：                

◎ 請同學回答以下問題並說明作答原由，必要時可自行操作 GGB 軟體作為輔助。 

1、試說明：「兩平行線可決定唯一平面」的理由。 

 

2、下列有關空間的敘述那些是正確的？ 

(A)過已知直線外一點，「恰有」一平面與此直線垂直。 

(B)過已知直線外一點，「恰有」一平面與此直線平行。 

(C)過已知平面外一點，「恰有」一直線與此平面平行。 

(D)過已知平面外一點，「恰有」一平面與此平面垂直。 

(E)過已知平面外一點，「恰有」一平面與此平面平行。 

參考答案：(A) (E) 

3、下列有關空間的敘述那些是正確的？ 

(A)垂直同一直線的兩相異直線必定平行。 

(B)兩相異直線 L1、L2，必定存在另一直線 L3 使得 L3⊥L1 且 L3⊥L2。 

(C)若兩相異平面 E1、E2，不可能有相異兩直線 L1、L2 同時在 E1 和 E2 上。 

(D)在空間中，兩相異平面 E1、E2 交於一直線 L，若直線 L 垂直於一平面 M， 

則 E1、E2 均垂直於 M。 

(E)在空間中，兩歪斜線 L1、L2 及一平面 E，若 L1//E，則 L2//E。 

參考答案：(B) (C) (D) 

4、下列有關空間中的敘述，哪些是正確的？ 

   (A)空間中，若兩相異直線不相交，則他們必定平行。 

(B)長方體中的四條平行稜線，被一平面恰截出四個點，則連接四點的四邊形    

必成為平行四邊形。 

(C)空間中，若兩相異直線同時垂直固定的一條直線，則此兩相異直線必平行。 

(D)設直線 AB 垂直於平面 E 於 B 點，L 為平面 E 上但是沒有過 B 點的一條直 

線，若直線 AC 垂直 L 於 C 點，則直線 BC 垂直 L。 

參考答案：(B) (D)  



 

學校

◎ 請

1、

2、

 

3、

B 

校：      

請同學回答

如右圖的四

四個側面都

高度為    

參考答案：

設OA垂直

垂直 L於 B

30BOC∠ = °

(1) BC長度

(2) 設△OA

   且 E1 與

參考答案：

如下圖，已

 
 

 
 

 
 

 
 

(1)若 M 為

(2)已知將正

體，如下

夾角為θ

參考答案：

P 

《課後

        班

答以下問題並

四角錐展開

都是腰長為

         

： 14 

直平面 E 於 A

B 點﹐C 為

°，則： 

度為      

AB所在平面

與 E2 的夾角

：(1) 4 3  

已知四面體

為CD的中點

正四面體各

下圖所示。

θ，則 cosθ

：(1) 2 2  

A 

D 
M 

後練習：

班級：    

並說明作答原

開圖，四角錐

為 4 的等腰三

。 

A 點﹐直線

L上一點。

         

面為 1E 與△

角為θ， 則

   (2) 
2

7

體 ABCD 是邊

點，P 為 AB
各邊中點用線

若正八面體

。 

    (2) −

111 

C 

三垂線定

     座號

原由，必要時

錐底面的邊

三角形，則

線L在平面 E

若 6OA=

 。 

△OAC所在

則 sinθ =    

7

7
 

邊長為 4 的

B的中點，則

線段連接，

體 MNOPQR

1

3
−  

B

P 

O 

定理與二面

號：       

時可自行操作

邊長 2 的正方

則此四角錐的

E 上， AB 

3﹐ 6AB=

在平面為 2E

       。

的正四面體

則PM；  

可得四個小

R 中，相鄰

D

A

Q 

N 

面角》 

  姓名： 

作 GGB 軟體作

方形，  

的 

，

，        

 

，則：（可參

小正四面體

鄰兩平面 PO

 

C

R 

M 

         

作為輔助。

  

參考附檔 2_3）

體與一個正八

ON 與 ONM

      

 

） 

八面  

M 的 



112 
 

《課後練習：認識空間中的多面體》 

學校：              班級：         座號：         姓名：                

◎ 請同學回答以下問題並說明作答原由，必要時可自行操作 GGB 軟體作為輔助。 

1、設一正四面體各稜長均為 ，則： 

(1)頂點A到底面BCD的距離為何？ 

(2)此四面體的體積為何？ 

(3)求直線AB、CD的距離為多少？ 

參考答案：(1)	√଺ଷ  (2)	√ଶଵଶ (3) √ଶଶ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2、如圖，正六面體 ABCD–EFGH，其中 M、N 分別   

為HGതതതത、HDതതതത的中點，O點為ACതതതത與BDതതതത的交點，則下列 

角度有哪些是直角？ 

(1) ∠MNO 

(2) ∠NOA 

(3) ∠GOD 

(4) ∠ENM  

(5) ∠EDB 

參考答案：(1) (2) (3) 
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《課後練習：空間中的坐標表示》 

學校：              班級：         座號：         姓名：                

◎ 請同學回答以下問題並說明作答原由，必要時可自行操作 GGB 軟體作為輔助。 

1、若正三角形 ABCΔ 之三頂點為 (6, 1,4)A − 、 (1, 5,3)B − 、 (2, , )C y z ，則C 點為？  

 

 

 

 

參考答案：(2,0,-1) 或 ( 2, −ସଶଵ଻ ,	ଵହଵଵ଻  ) 

2、將長方形 ABCD沿對角線 AC折起，並置於空間坐標   

中（如圖）。已知 ABCΔ 在 xy平面上，D在第一卦限， 

3AB = ， 3BC = 。若D在 xy平面上的投影恰巧在 

AB上，求D點坐標?  

 

 

 

 

 

參考答案：(0,	√ଷଶ ,	ଷଶ) 

3、如圖，一個正立方體，其被一平面截出一個四邊形

ABCD，其中 B、D 為所在邊的中點，且 : 5:1EA AF = ； 
試求 ( )cos DAB∠ =          。 

 

 

 

參考答案：
ଵଵ଴  
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附錄三、學生學習回饋單 

《今日上課心得與想法》 

一、今天的數學活動中，你印象最深刻的是什麼？ 

 

 

 

 

 

 

二、在今天的隨堂例題中，你覺得最困難的題目是哪一題？ 
 

 

 

 

覺得困難的點在於？ 

 

     

 

 

    透過動態幾何軟體 GGB 操作觀察與教師講解後，是否有解惑？ 

 

 

 

三、你對今天的課程還滿意嗎？請在下列空格打勾。 

□非常滿意  □滿意  □普通 □不滿意  □非常不滿意 

 

＊為什麼？請寫下你對於課程的建議： 
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附錄四、學生學習心得問卷 

《學習心得問答》 

 

 

 

 

 

學校：                 班級：        座號：       姓名：                

一、在今天這四堂課之前，你有使用過任何數學相關應用軟體嗎？ 

    □ 沒有。 

    □ 有，____________________________________________________________ 

二、在今天四堂課結束之後，你對於動態幾何軟體 GeoGebra 的操作是

否熟悉？ 

    □ 還是不太熟悉，尤其是__________________________________________ 

    □ 普通，________________________________________________________ 

    □ 還滿上手的，尤其是____________________________________________ 

三、在「空間中直線與平面關係」課程一：透過動態幾何軟體 GeoGebra

是否有助於了解此單元的概念思考？ 

    □ 有，尤其是在________________________________________很有幫助。 

    □ 沒有，對於________________________________________還是不太熟。 

  

各位同學們好： 

這份問卷是想瞭解同學們對於今日課程的看法與建議，沒有所謂的標準答

案。大約花費同學們五分鐘的填答時間，請依照你的直覺反應回答即可。 

此問卷所取得的資料，將僅作為日後課程設計的修改依據，所有姓名相關 

資料都不會被公開，敬請放心填答。  

敬祝：學業順利！ 

教學者：陳采姿老師 
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四、在「三垂線定理與二面角」課程二：透過動態幾何軟體 GeoGebra
是否有助於了解此單元的概念思考？ 

    □ 有，尤其是在________________________________________很有幫助。 

    □ 沒有，對於________________________________________還是不太熟。 

五、在「空間中的多面體」課程三：透過動態幾何軟體 GeoGebra 是否

有助解決空間中所遇到的數學問題？ 

    □ 有，尤其是在__________________________________________很有幫助。 

    □ 沒有，對於__________________________________________還是不太熟。 

六、在「空間中的坐標表示」課程四：透過動態幾何軟體 GeoGebra 是

否有助於了解此單元的概念思考，並且能自行運用坐標系做出任何

點、線或面？ 

    □ 有，尤其是在_________________________________________很有幫助。 

    □ 沒有，對於_________________________________________還是不太熟。 

七、在這四堂課中，整體而言，你認為哪一堂課最受用？其次是哪一堂？

為什麼？（幫老師做個排序，最好的是 1，依序為 1、2、3、4） 

   （    ） 課程一，因為________________________________________________。 

   （    ） 課程二，因為________________________________________________。 

   （    ） 課程三，因為________________________________________________。 

   （    ） 課程四，因為________________________________________________。 

八、最後，上完今日的課程後，有沒有「非講不可」的話呢？ 

 

 

感謝你的填答，祝福你未來學習愉快順利  
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附錄五、教師教學手札 

《教師教學手札》 

課程進度： 

 

日期： 

 

時間： 

 

今日進度： 

 

 

 

 

 

上課觀察到的事件： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

課後省思： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


