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姿勢、言辭表徵與代數思考之研究 
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國立台中教育大學數學教育學系 

梁淑坤 
國立中山大學教育研究所 

本研究旨在探索學生在圖形樣式作業之一般化的表現，理解他們：如何利用姿勢

與言辭對一般化各階段物件辨識出共通性；如何對樣式物件進行結構關係的連結； 

如何對一般化不同算式的等價進行認知；對代數的演變持何種觀點。本研究採用個案

研究法進行探究，樣本來自台灣南部某公立小學兩名六年級學生；利用攝影、訪談與

寫作方式蒐集資料，並採質性方法予以分析。研究發現，學生於：（1）發想階段運用

視覺化圖形要素、比對分析物件變化的數量與配合項次數字形成規則，配合圖像的、

直證的與比喻的姿勢知覺物件產出的共通性特質。（2）連結階段大多運用直證的和 

比喻的姿勢與語意做連結，配合數字、符號算式等對問題結構進行關係的連結。（3）

以比喻的姿勢配合運算結果的驗證、算式結構的比對、物件關係的比對等策略，以作

認知不同算式等價的基礎。（4）對一般化路徑中代數概念的演變，以指示樣式物件的

數量、圖形項次的數字序號、與圖形結構關係的未知數等觀點持續發展。作者並針對

學生一般化歷程代數概念發展與符號指示間的關係、多元表徵應用等議題提出建議，

以作精進學生代數思考的教學參考。 

關鍵詞：一般化；代數思考；姿勢；圖形樣式 

研究動機與目的 

發展代數思考，是協助學生對算術與代數間轉化的一種良好方法，並可用來評鑑

解題時所用的方法是否合理、適當，促進對符號意義的理解（教育部，2008）。代數

思考是甚麼？Kieran（1996）把它界定為使用多元表徵處理具數量關係問題的能力；

Swafford & Langrall（2000）認為代數思考是對未知數進行運算的能力；Driscoll（1999）

指出，代數思考是呈現數量的狀態，令變數間的關係變得更加明顯，以利解題；Cai & 
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Knuth（2005）認為代數思考超越算術和計算的流暢性，是對數學推理與解題更深層的

表現。代數思考可從圖形或數列入門，亦具有不同的進程，如發想（abduction）、連

結與歸納等，其歷程牽涉到變數關係發展與應用的能力，包含分析數量、彰顯結構、

探討變化、預測、歸納、驗證等（陳嘉皇，2013；Rivera, 2010）。由於小學數學課室

主要是以求出答案為教學導向，常忽略過程和關係，以致學生在代數議題上常產生 

困難（Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001）。Carraher, Schliemann, Brizuela, & Earnest

（2006）認為學生在代數方面產生困難的另一原因在於小學可銜接的數學材料和活動

過於貧乏，建議提供樣式一般化（pattern generalization）作算術思考的基礎，並強化 

代數思考與符號之間的連結。學生把算術轉化到代數的歷程既然存在困難，如何化解

而協助順利學習，自然成為數學教育者亟欲探索的議題，若能在代數思考的歷程提供

相關的機制與技巧，將帶給師生解開代數思考困境的鎖鑰，有效轉化算術和代數間的

關係。因此，探索與了解學生一般化議題的行動表現，是種合宜的方法，可提供代數

思考教學有效的諮詢。 

以樣式為主的教學可以發展學生代數思考，且可當成理解函數和變數概念的路徑

（Kilpatrick et al., 2001; Mason, 1996; Radford, 2006）。Mason（1996）強調「進行歸納

的表達」（expressing generality）是發展學生代數思考的重要路徑；美國數學教師學會

（National Council of Teachers of Mathematics, 2000）則強調，發展學生對不同樣式的

一般化能力才能促進學生的代數思考。為逹成促進學生代數思考這種需求，數學教育

界對學生一般化的策略和思考已進行廣泛探究（Radford, 2006; Rivera, 2010），但這些

研究大多集中於中學生紙筆測驗產出的策略和論證，以及一些特殊性質表徵的解析。

相較之下，研究如何令國小學生從算術平順地轉化至代數思考則較為欠缺。為弭平 

學生算術與代數之間的間隙，國小學生一般化表現的探究實為重要，頗值得深入探索。 

代數思考一項重要的特徵是與符號化有關，Carraher et al.（2006）就主張符號是 

代數思考有價值的工具，因為學生利用符號表達一般化的規則，透過符號學的系統，

採取不同類型的表徵（如文字、言辭、姿勢、圖像以至符號）處理規則或算式。教師

應協助學生理解問題結構的關係，從具體、視覺的表徵轉化到抽象的符號以順利解題

（Cai & Lester, 2005）。學校裏數學課室處理數學規則或概念時，依賴符號表達的 

方式以呈現數學問題變數的關係，在此歷程，學生常因不了解或誤解符號意義而產生

學習困難（Kilpatrick et al., 2001; Radford, 2006）。Radford（2006）強調，解決學生 

代數思考的問題可從多元表徵的角度入手，鼓勵運用姿勢表情、肢體動作、言辭解說

等示範，思考並說明代數問題。Kilpatrick et al.（2001）更強調，若能在課室裏配合 

應用圖表，它可作代數思考的有效工具。 

圖形樣式一般化的作業適合國小學生代數思考的運作（Kilpatrick et al., 2001; 

Rivera, 2010），圖形樣式活動的設計重點強調情境、特徵、樣式和關係，有助於學生
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一般化發想及塑樣（patterning）行動的產生，協助對所觀察項目作推理、歸納和演繹，

形成有效的數學公式，強化擴展、臆測和證明的能力，提升對數學結構意義的理解。

然而，小六學生如何利用姿勢和言辭對圖形樣式進行一般化？如何明白樣式中物件的

共通性？如何將觀察所得的共通性轉化到整個作業的項次，其機制是甚麼？又如何對

物件的關係進行結構的連結？若能將一般化牽涉的行動細節加以解密，將有助於了解

小學生的一般化表現，掌握代數思考的重點，促進學習成效。為探討學生樣式一般化

的行動，本研究從兩位六年級學生參與圖形樣式活動產出代數思考的動作和言辭表達

加以分析，期望能獲得上述問題的答案。總結以上論述，本研究探索的問題如下： 

1. 學生如何利用姿勢與言辭，知覺圖形樣式中物件產出的共通性特質？ 

2. 學生如何利用姿勢與言辭，對圖形樣式結構進行關係的連結？ 

3. 學生如何利用姿勢與言辭，對一般化產出的不同算式進行等價的認知？ 

4. 學生對一般化歷程中代數概念的轉變持有何種觀點？ 

文獻探討 

圖形樣式一般化學習分析 

一般化的表現依賴作業的複雜度和本質，伴隨着發想、連結與歸納等階段進行 

（陳嘉皇，2013），提供學生在面對作業時不同的分析機會和資源。因此要了解學生

如何對樣式中的物件產生知覺，進而發想樣式結構，歸納樣式關係並演繹，非得探索

其一般化歷程產出的代數思考不可。Rivera（2010）認為，學生一般化的過程和轉化，

可從強調操弄的物件是以數字或圖像情境所產生的關係着手，路徑可分成： 

1. 依賴數字物件處理與轉化─指一般化表現是以數字範例本身為分析重點，依照

塑樣的情境來論證可否產生結構的結果。 

2. 依賴圖像物件處理與轉化─指一般化表現是以圖像範例本身為分析重點，依賴

塑樣的情境來論證可否產生結構的結果。處理和轉化發生於不具概念的物件。 

在這些情境產出的結構被視作是附加但有目的，屬處理一般化實務觀點的手段，

包含計算特殊的結果。 

3. 依賴數字關係處理與轉化─ 指一般化表現是以發想的數學結構伴隨相關的 

數字表徵作分析重點，具有相關結構關係的範例被視作能支持進行歸納。 

4. 依賴圖像關係處理與轉化─ 指一般化表現是以發想的數學結構伴隨相關的 

圖像表徵作分析重點，具有相關結構關係的範例被視作能支持進行歸納。 

陳嘉皇（2013）針對圖形問題的特徵，將學生一般化行動整合建構出兩種路徑。

第一種稱為「利用圖形結構一般化的解題模式」，其作業特質是一次函數性質的圖形，
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一些學生解題時會採用「整體圖形關係」基模建構完形圖形，例如利用面積公式思考

解題；另一些學生則進一步轉化圖形要素的分析，或直接對圖形要素進行分析，例如

找出高或邊長的數量，運用分割加總數量的方式解題，在這歷程中透過連結圖形相關

物件的數目與圖次的關係，建立一般化的規則。第二種路徑稱為「利用圖形轉化數列

一般化的解題模式」，其作業情境是提供二次函數性質的圖形，學生採取「部分結構

要素」基模將圖形內部的物件予以分割計數或轉化物件成數字進行加總，分析圖形 

相關物件的數目與圖次的序號關係後，以符號或算式建構圖形物件與圖次關係的規則

進而解題。陳嘉皇（2013）對一般化路徑的解析與 Rivera（2010）有相似洞見，能 

明瞭學生面對圖形樣式問題時，會因使用的心智模式不同而影響一般化策略的運用，

然而這些研究發現是源自學生紙筆測驗的結果，在其他表徵上是否亦有這種表現則 

缺乏證據支持。Kilpatrick et al.（2001）認為，學生若理解某數學概念，便能對相關的

表徵應用自如。學生除利用紙筆方式進行圖形作業解題外，是否可利用動作和言辭 

表達，發現物件的共通性，理解問題變數的關係，進而改變與擴展基模的發展，這 

議題頗值得探討。 

一般化是種具結構性思考效果的活動，由於結構性的組合和步驟，促使對未知 

項次作推論，令一般化各階段之間的物件組合與配對產生一致性和具規則的特徵， 

進而應用等價概念轉化到符號的代數思考。Rivera（2010）指出，小學階段的代數思考

活動可用前符號或非符號的方式進行：在「前符號」（pre-symbolic）階段，產生的行

動是與其操弄的圖形物件和數量相連結；在「非符號」（non-symbolic）階段，對圖形

各項次進行演繹行動並推論，以得出共通性。Radford（2010）認為學生進行一般化，

最後階段需呈現案例的公式，但這歷程亦同時伴隨前符號的形式，既可以是結構性的

圖形，亦可以是索引的（indexical）與非符號的，因此他提出學生在一般化歷程中將 

物件轉化成符號以建立變數規則的進程（見圖一）。 

Radford（2010）主張一般化的活動，圖像最先產生，是種知覺性和運算性的理解，

受到圖像相似形式（共通性）的影響；繼而經由空間的關係而產生索引，學生採用 

索引的方式洞察特殊符號與物件之間關係的邏輯結果，因此索引是一種代數結構的 

案例，可支持算術的產生，以作圖形樣式情境裏具體的變數。接着，學生可透過運算

與規則的操弄發現相同的法則，歸納應用到共通類型的物件上，產生符號。Dörfler 

（2008）認為代數符號具有運算的本質，協助釐清「為甚麼」的問題。樣式一般化的

前符號、非符號與符號，指出學生代數思考的概念可從具體到抽象進行改變，最後 

形成公式來傳遞樣式物件之間的關係；正如 Dörfler（2008）所指出：圖形想像的變數

是推論的，是源於算術法則經驗歸納出的，因為是建構的算式，可從看見的圖形掌握

特殊觀點，亦因為圖形的物件屬於可知覺的數量實體，因此可操弄他們所指涉的，而

與相關的外在世界產生效用。例如本研究提供的扣條組合排列活動，學生從圖像排列 
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圖一：一般化歷程中物件轉化成符號建立規則的進程 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（前符號）的線索，知覺到每增加一三角形圖形，需增加兩條扣條的數量，並將增加

的扣條數量當成公差（非符號），與圖次的變化連結，並採用表列式產出關係的結構

（符號），並在一般化歷程中驗證與擴展規則。 

總結上述說明，作者依據符號發展的觀點，認為學生於一般化歷程中所呈現的 

代數思考，可以結構狀態、關係化約和圖形要素的概念等解釋和運用： 

1. 代數思考視作描述圖形要素的概念─顯示相關物件的位置，在本質上是可合成

產生，例如三根牙籤組成一個三角形。 

2. 代數思考視作關係化約的概念─ 扮演結構或其外在的位值（placeholders）角 

色，例如連續三角形圖形，每增加一組三角形圖形，即會增加兩條邊。 

3. 代數思考視作指定某結構狀態的概念─ 會透過產生的情境限制其意義，例如 

連續三角形所用的牙籤數目可以 1 + n  2 表示，n 為圖形的項次。 

透過代數觀念的演進可明瞭學生在一般化路徑上是否可對圖形形成推論的關係，

即觀察的事物是否具結構、索引或符號的物件，並且可以顯示何種因素支持與阻礙 

結構與索引的一般化發展，最後能依據情境推論規則。 

表徵與樣式結構意義的連結 

表徵是符號、特徵、影像或物件的輪廓圖像，可「代表」或「呈現」某些事物。

根據表徵的本質，「代表」或「呈現」可以多種方法說明，例如：對應（correspond to）、

指示（denote）、描繪（depict）、體現（embody）、編碼（encode）、誘導（evoke）、

標記（label）、解釋（mean）、產出（produce）、指涉（refer to）、建議（suggest）、

符號化（symbolize）等（Goldin, 1998）。要具體呈現這些定義，則需要將「代表」或

「呈現」所包含的實體加以區別，採取一些方式使某實體可代表另一實體。例如， 

可用符號、文字或動作表示可計算出的具體物件集合。 

符號的關係 

索引的關係 索引的關係 

圖形影像的關係 圖形影像的關係 

說 

 

 

明 

建 

 

 

構 

符號 

非符號 

前符號 
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辨認一般化不同階段圖形樣式物件一致的特徵，並且擴展樣式，是種主觀建構的

現象。觀察樣式作業裏物件的變化，辨識物件一致共同的特徵並進行詮釋，個體才能

建構物件相關的結構。探索學生一般化的表現，基本的議題包含學生如何觀察樣式中

物件的特徵，如何產出特殊關係的結構（即代數可用的一般化），以及審視建構的 

規則（發想與歸納）與論證（演繹）能否運用在一般化的不同階段。Duval（2006） 

認為一般化的歷程會同時進行知覺和運算兩個理解循環，以圖形樣式而言，學生在 

作業初始時就需要獲得不同階段圖像的特徵，從而形成和說明跟結構有關的解釋， 

隨後才能透過一般化初始創立的運算行為，從已知階段建構的步驟轉化到特殊少許的

案例上，亦即是論述時須將物件的結構投射到較遠階段的樣式。從一般化發想階段 

開始，學生對圖像特徵的審視包含建構和論證代數可用的規則，包含各種表徵處理

（processing）和改變（conversion）的認知行動，超越僅是視知覺而已。處理包含執行

圖形運算及做圖形的轉化，而改變則包含變換一種表徵情境而成為另一種情境（結合

言辭和圖像的描述再轉化成語意）。 

表徵的應用和改變非常複雜，包含知覺的靈活性，能習得「看見幾個樣式並願意

放棄一些無法證明代數可用的樣式」（Duval, 2006; Radford, 2006）。Duval（2006） 

認為，學生要明白如何選擇相關的物件特徵和有意義的改變，帶入基本的條件使其 

更加明確，形成可預期的類型，以順利達成解題的目標。因為圖形的處理必須能產出

代數有用的結構，這種結構的產生和發展可用 Radford（2006）主張的「目標化」

（objectification）情境與活動加以取代。Radford 認為學生在與他人合作的活動裏，會

熟悉歷史建構的文化意義與推理行動的形式。目標化意味使某些事物明顯化，需要 

使用不同類型的訊號和人工製品（數學符號、圖表、文字、姿勢、計算器等），這些

人工製品或訊號可稱為目標化知識的符號學手段。Radford 為支持一般化以產出代數 

符號，指出重點可注意特殊物件的共通性特徵，對隨後的項目進行歸納，提供建構 

算式有關要素的保證。Radford 明白產出規則的歷程需透過不同符號學的表徵系統， 

包括文字、圖像、表格、姿勢與符號等表徵的知覺，才能加以說明。 

本研究利用語言和姿勢作研究工具（Fauconnier & Turner, 2002; McNeill, 2005; 

Presmeg, 1997），主張人類的思想（包含數學思考）可透過多元的層次（包括影像、

身體動作和姿勢）加以體現，是反映一系列以經驗和存在的理解為基礎與無意識的 

心智配對的動態結構，在這架構裏一項重要的機制是心智空間的概念整合。Fauconnier 

& Turner（2002）將概念整合視為：將輸入的空間配合選擇某計畫成為組合的空間，

然後發展成顯著的結構。例如圖形樣式的觀念就是組合空間，由兩個輸入空間導引出，

即每個圖形項次的共通性特質與稱為圖形結構的影像和知識；這組合從輸入的空間 

描述特定的元素和關係，創造新的實體稱為樣式，其基本要素如圖二所示。 

以排列三角形扣條為例，學生運用扣條排列三角形圖形，形成一規則圖形的變化 
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圖二：圖形樣式一般化的概念組合 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

即是組合空間的行動。在組合空間的歷程裏，發現圖形變化與使用扣條的數量、項次

之間關係，發現導出共通特質的公差，並藉由言詞和姿勢動作以說明扣條排列數量和

組合的三角形圖形樣式之間的關係，最後以數學的表列式呈現問題的結構概念，進而

擴展解題。 

Parrill & Sweetser（2004）將姿勢界定為：運用手部動作以呈現支持的心智表徵，

它們的關係可從姿勢和伴隨的言辭表現加以推論。本研究為了對姿勢建構合理說明，

並未直接評量姿勢的心智表徵，而是把運用語言及姿勢視作概念的組合加以分析。這

組合利用個體對身體動作與所處環境的調整而產出知識，即透過手、手臂、身體及 

圍繞的物件和物理空間而提供建構知識的要素。McNeill（2005）將姿勢分成圖像的

（iconic）、比喻的（metaphoric）、跳動的（beat）、直證的（deictic）四個層面：。 

1. 圖像的─呈現具體物或行動影像的姿勢，這些姿勢是關於動作的形式或是呈現

具體圖像的語意學相關的事物內容。 

2. 比喻的─指呈現抽象的影像，包含運用形式的比喻，例如說話者出現握住某物

件並把它呈現，但未呈現物件的意義，而是持某個觀念或記憶或一些抽象的事物，

具有圖像的元素與某種比喻。 

3. 跳動的─是種不精細的正式姿勢，他僅是手部上下或來回輕打，看起來似乎與

言辭的旋律配合，但其意義可能是複雜的，指示說話者感覺到是重要論述中談論

某些事物的短暫焦點。 

4. 直證的─ 直證的姿勢是指不經思索，伴隨手指擴充某物件可補充的意義，而 

身體各部分或所持物件都可用作補充指示。 

McNeill（2005）對姿勢的分類雖有獨特且明顯的特徵可依以作判斷分析，然而 

本文作者認為學生進行圖形樣式一般化的解釋時，因應要說明由算術轉換成代數的 

連續三角形 

或正方形的 

圖形樣式 

不同圖形樣式裏 

所需的塑膠條（T） 

T = 1 + n  d，n 表示項次， 

d 表示共通性特質 

每個項次的 

共通性特質（公差）

是 2, 3, 4, 5…… 
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複雜度以及所欲表達物件的理解程度，在歷程上可採用多種模式，例如應用單一姿勢

配合言辭表達物件的意義，亦可採取兩種以上姿勢配合言辭加以說明，或只利用姿勢

或言辭個別表達。 

過往曾有研究檢驗姿勢和數學之間關係，包括體積的觀察（Alibali, Kita, & Young, 

2000）、學習計數（Alibali & DiRusso, 1999）、解決簡單的方程式（Goldin-Meadow,  

2003）、教室的溝通（Goldin-Meadow & Singer, 2003）與合作解題（Reynolds & Reeve, 

2002）。這些研究強調身體在數學思考和學習，及對其他情境動作的強化作用，例如

姿勢和言辭可相互包裝成資訊互補的形式，透過說話者的運用以支持其思考或解題

（McNeill, 2005; Radford, 2006）。研究亦發現，在學生能藉由言辭表達之前，可透過

姿勢表達對新概念的理解，且表達的訊息是「錯誤配對」或「非重複」時，經由姿勢

和言辭可對學習某新概念形成某種指標或有一定準備度（Alibali et al., 2000; Goldin- 

Meadow, 2003）。 

本研究將檢驗把特殊姿勢和言辭表徵視作學生參與圖形樣式一般化的證據。理解

知覺表徵的困難之一是輸入與輸出的資訊產生相互混淆的現象，其二是理解及傳遞 

論證與解釋規則時難有合適的符號系統。對學生而言，一致相似的圖形樣式意味具有

一種可說明的共通性特徵，在不同階段和擴展樣式時可保留與分享。由於進行一般化

時，學生尚未有正式經驗，要發現意義以傳遞其一般化的具體本質，皆須依賴選擇和

發展的意圖，這些物件產生的特定標記和印象會直接連結到學生發展的知覺性理解、

運算的假設和期待，以及對樣式知覺動作的行為，因此會透過運用姿勢、圖像、文字、

數字，配合先備經驗與情境將圖形特徵組合起來。 

從上述可見：學生若要成功完成一般化，從作業初始即須辨識物件的特質，建構

規則與關係，才能擴展樣式的應用。適切應用表徵是產出數學概念的基本能力，但要

具備效果和力量，則需要能支持建構數學關係的一般化。依賴圖形物件關係的處理 

與轉換，配合姿勢與言辭的表達協助整合結構關係，令推論的關係和結構目標化，是

本研究欲探索的議題。 

研究步驟與方法 

本研究旨在檢驗學生運用姿勢與言辭進行一般化的溝通和解題，因此蒐集一般化

相關的姿勢與言辭表現資料，選擇圖形樣式進行一般化的議題在於協助學生成功進行

代數思考和數學推理，然而有關數學一般化的本質迄今仍存在爭議（Blanton & Kaput, 

2002; Carpenter, Franke, & Levi, 2003; Radford, 2006），因此藉由非紙筆測驗的方式 

探討以擴展一般化的理解；另一目的在於發展合適的分析架構，以理解姿勢與言辭 

表達如何應用於圖形樣式和抽象變數的思考和溝通。 
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研究資料來自作者主持的國科會計畫，計畫目的是協助教師提升數學教學能力，

發展有效教導代數思考所需的知識。第一年計畫內容主要在於進行教師代數思考教學

訓練，探討學生代數思考學習的策略與模式，及影響教師教學的因素；第二年則鼓勵

教師創發有關學生代數思考的活動與素材，進行教學實驗，探討代數思考的有效模式，

本文所呈現的為第二年研究的結果。本研究將一般化視作銜接與溝通算術推理至代數

推理之間的橋樑，綜合學者對一般化的定義及數學知識建構的觀點，研究架構如圖三

所示。 

在架構裏，作者將重點放在學生參與一般化活動產出的行動。該活動主要以連續

多邊形排列的圖形樣式問題為核心，期望在解題的過程能夠透過學生的姿勢和言辭 

說明，了解下列研究問題：（1）如何對各階段的物件產出共通性？（2）如何對問題

結構中的物件進行關係的連結？（3）如何對一般化的算式產生等價的認知？（4）對

一般化歷程中代數概念的轉變持何種觀點？ 

圖三：研究架構 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

研究樣本 

本研究採個案研究方式進行，個案為台灣南部地區某公立小學六年級兩名學生 

（小信與小建，假名），皆為 12 歲，同一班級；該班共有 31 名學生，學生家庭社經

地位屬中等程度，父母親大多從事商業活動，部分為公教人員。小信的父母經商； 

小建的父親為公務人員，母親則從事補習業。兩人的父母親皆重視子女教育，平日 

會安排孩子參加各項活動，如書法、英語和數學課業補習。兩人皆參與學校羽毛球 

社團，熱愛運動，在田徑項目與球類比賽皆有優異表現；學業方面，小信成就表現 

位於全班第 5 名，小建為第 10 名，兩人皆喜愛數學、科學活動，會主動探索問題， 

表達與溝通能力尚佳。選擇這兩位學生的原因在於一位採用「整體圖形關係」基模 

代數推理 

算術推理 

圖形樣式單元活動 

1. 連續三角形圖形排列 

2. 連續四邊形圖形排列 

3. 連續八邊形圖形排列 

探索的問題 

1. 如何對各階段的物件產出共通性？ 

2. 如何對圖形樣式結構的物件進行關係的

連結？ 

3. 如何對一般化的算式產生等價的認知？ 

4. 對一般化歷程中代數概念的轉變持何種

觀點？ 
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建構完形圖形，利用整體圖像的方式進行解題；另一位則轉化「圖形要素」的分析，

運用分割加總數量的方式解題。雖然發想與推理歷程的策略不同，但他們組合三角形

排列指涉的概念卻相同，即利用不同的言辭和姿勢動作呈現公差、表列式的結構，並

透過溝通交流進行等價概念的詮釋，可比較其代數思考的理解。這兩位學生先前已經

學習如何辨認圖形樣式及不同的代數表徵（數字表格、圖像與符號公式），完成作業

並與同學討論其觀察後，站在黑板前面對同學，成功進行操作並說明如何進行一般化。 

一般化問題設計與分析 

為確切了解學生一般化的表現，包括行動產出的說明與策略，本研究預先設計 

有關圖形樣式一般化問題的單元，名為「怎樣解題」。該單元依序介紹「圖形排列 

規律」、「數列」、「三角形數」、「正方形數」等活動。分析的情節為學生如何 

理解與探索「連續三角形排列」所需牙籤數量的規則，並擴展、應用此規則至「連續

正方形排列」及「連續正八邊形排列」的問題（圖四）。 

設計與選擇這問題為學生代數思考分析的情節，主要有以下考量：（1）學生可先

透過視覺對圖形的物件變化加以推理、歸納，進而導出規則，利於算術至代數思考的 

圖四：連續三角形、正方形、正八邊形圖形排列的樣式 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（1） 圖（2） 圖（3） 圖（4） 

圖（1） 圖（2） 圖（3） 圖（4） 

圖（1） 圖（2） 圖（3） 圖（4） 

A. 圖（1）的樣式由多少根牙籤組成？畫圖並加以說明。 

B. 圖（2）的樣式由多少根牙籤組成？畫圖並加以說明。 

C. 以 n 表示圖次的數字，以 T 表示所需的牙籤數字，用公式表示它們之間的關係，並解釋你是怎麼發現

這個答案的。 

D. 如果確定此公式是正確的，請透過此公式解釋上述圖形樣式的意義。 

E. 如果此公式可以擴展應用至更遠的圖次，那麼 76 根牙籤組成的連續三角形是第幾個圖次？解釋你是

怎麼發現這個答案的。 
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銜接；（2）連續圖形排列的問題可刺激學生運用多元表徵方式（如語言或身體的動作

姿勢）呈現，利於了解學生對問題的思考與解釋；（3）連續圖形排列問題（三角形、

正方形、正八邊形）之間具同構的特質，利於學生發現算式的等價關係，有助研究者

了解學生是否具備代數思考的能力。 

為激發學生產出代數思考，進行上述問題時，要求教師遵循下列教學程序： 

1. 佈題─ 將題目呈現於學習單，要求學生了解題意與目的後解題。 

2. 觀察─ 要求學生注意問題中各數字的特徵與變化情形，推想該如何處理。 

3. 尋找解題方法─着學生尋找解題方法並加以記錄，詢問使用這方法的原因。 

4. 討論與檢驗─檢驗產出的策略或方法並加以討論，詢問從紀錄中發現它們具有

何種相同特徵，解釋理由，將所發現的方法擴展、論證。 

在程序 4，教師分派學生至黑板前藉由操作扣條，說明如何獲得圖形一般化的 

概念，着全班同學討論及分享其解題策略。本研究分析的資料即為程序 4 中兩位學生

的說明與表現。學生從介紹如何辨識圖形樣式開始，利用說明及動作表現解釋其如何

進行一般化，進而導出公式並應用解題。這程序可提供學生分享和理解塑樣與一般化

的機會，獲得正式代數思考的算式，並探索算術至代數之間數學模式的轉化。 

資料蒐集與分析 

為了解學生一般化的表現，茲以學生解題活動的情節為資料蒐集與分析的重點。

作者於教學現場前後配置共兩部攝影機以蒐集師生互動資料，確保能記錄所欲洞察的

行動，並配合教學現場觀察所做的札記、教學歷程師生互動的對話、學生筆記作比對

分析，最後進行文字稿轉譯，採質性分析加以詮釋。對於觀察到的姿勢和言辭，透過

McNeill（2005）的類型記錄與分類，並以 D、M、I、B 等編碼代號分別代表直證的、

比喻的、圖像的和跳動的四種行動類型。 

為使研究具良好信度與效度，在信度上採用兩種策略：（1）資料的真實性─對

資料的呈現盡量以教學互動原始記錄為依據，詳實轉譯成逐字稿；（2）與研究人員 

討論修正─作者於研究過程中與兩位教師進行討論修正，以避免主觀偏見。效度的

提升則採取：（1）研究人員的三角檢定─ 研究過程中及資料蒐集後的轉譯分析，

作者與其他成員持續針對資料進行分析討論，以提供不同面向的思考，減低疏失及 

主觀偏見，並取得共識；（2）資料來源的三角校正─ 交叉比較與檢驗轉譯稿資 

料、錄影（音）、學生作業表現、現場記錄，期望能運用豐富及多元的資料檢驗學生

一般化的表現。 
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實施步驟 

研究於 2010 年 3 月至 5 月期間進行，該期間數學課程教導有關代數思考一般化的

單元活動「怎樣解題」。本研究於完成該單元教學後實施，提供「神奇的十字數列」、

「三角形數」等六道問題（總計 12 小時），本研究僅取「連續三角形圖形排列」等 

問題加以分析，教學時數為兩節課，活動皆予錄影（音），並轉譯成文字稿，以作 

日後結果分析比對之用。 

研究結果與討論 

本節針對一般化的歷程，從（1）知覺圖形樣式物件的共通性，（2）圖形樣式 

物件結構關係的連結，（3）一般化算式的等價認知，及（4）代數概念轉變等層面，

分析研究結果。 

知覺圖形樣式物件共通性分析 

一般化最重要的工作在於初始階段，能從圖形眾多紛雜的線索中尋找具有相同 

特徵的物件，以塑造合適且有效的規則來解題。因此學生面對圖形時，需能利用視覺

觀察物件特殊的性質，抽離可用的資訊，然後與圖次的發展加以連結，形成結構， 

最後擴展成數學算式解題。以下為小信和小建兩位學生發現物件共通性的行動敘述： 

小信將桌上 3 根扣條［藍色］拿起來，放在黑板上先組成 1 個三角形，轉身告訴同學：

［用手指着圖形並繞着圖形輪廓畫出此三角形］這個三角形有 3 個邊，可以組成 1 個

三角形［I］；接着拿起 2 根扣條放在三角形的旁邊，組出第 2 個三角形，他指着這 

2 根扣條說，這兩個邊和三角形的這個邊合起來成另 1 個三角形，然後又拿起 2 根 

扣條按照前例組出第 3 個三角形［I］；接着，他指着黑板上組出的整個圖形說：第 1

個三角形有 3 根扣條，加上右邊的 2 根扣條後變成 2 個三角形，總共是 3 + 2 = 5 根 

扣條，然後再加上 2 根扣條，就是 3 + 2 + 2 = 7［I］，是第 3 個三角形［在黑板上用

手指在第 3 個三角形右邊的位置，然後比出 2 根扣條形成第 4 個三角形］，有 3 + 2 + 

2 + 2 = 9［D］；第 1 個三角形有 3 根扣條［指着黑板的三角形並繞着圖形一圈］， 

變成 2 個三角形就要加上 2［指着 2 根扣條］；變成 3 個三角形就要加上 2 再加上 2

［再指着 2 根扣條］，也就是每增加一個三角形就需要補上 2 根扣條，轉身說 10 個 

三角形排列時增加 9 個三角形［用手指在第 4 個三角形右邊連續畫出幾個虛擬的三角

形］，要補上 9 個 2 根的扣條［比出 2 根手指］，是 3 + 2  9 = 21［I &M］。 

小信解釋 101 根扣條可組成多少個三角形的問題：101 根扣條先減掉第一個三角形的 

3 根扣條剩下 98 根［指着黑板上的第 1 個三角形］［I］，98  2 = 49［連續指着第 1
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個三角形右邊的 2 根扣條］，因為形成 1 個三角形要加上 2 根扣條，表示這個圖形 

增加 49 個三角形，加上第 1 個三角形，知道他是由 50 個三角形排列而成［I &M］。 

小建指着黑板上的三角形圖形，依次從第 2 個指到第 4 個圖形，說明每增加 1 個三角

形需增加 2 根扣條，然後轉回到第 1 個三角形圖形再用手指將第 1 個三角形圖形分成

兩個部分，分別指出並說明此三角形是由左邊 1 根扣條和其右邊 2 根扣條組合成，這

2 根扣條和後面三角形增加的扣條數目都一樣［將手指指示後面的三角形］［I］； 

2 個三角形需要 1 + 2 + 2 = 5 根［指着圖形說明］；3 個三角形需要 1 + 2 + 2 + 2 = 7

根［指着圖形說明］［I］；4 個三角形需要 1 + 2 + 2 + 2 + 2 = 9 根；10 個三角形需要

1 + 2  10 = 21 根［指出前面三角形之前 1 根扣條，再用手指連續比畫出 2 根扣條］。

100 個三角形只要將 1 + 2  100 = 201 就可以了［M］。小建回答 101 根扣條可以組成

多少個三角形的問題，他先將手指向第 1 個三角形前面的扣條說：將 101 – 1，然後 

除以 2［指着第 1 根扣條右邊的 2 根扣條］，100  2 = 50，因為每個三角形都有 2 根

扣條，所以 101 根扣條可以組成 50 個三角形［I &M］。 

以上敘述說明了兩位學生進行物件共通性的探索時，能尋找樣式發展的規則。 

小信採用「整體圖形關係」基模建構完形圖形，利用整體圖像的方式進行塑樣，即 

以三角形（或多邊形）的幾何圖形為基礎，藉由排列時增加的相同物件為樣式發展 

比對分析的要素，從中發現每增加 1 個三角形，需補上 2 根扣條變化的共通性；小建

進一步轉化圖形要素的分析，運用分割加總數量的方式解題，即以圖形左邊的 1 根 

扣條為基礎，分別在右邊加上 2 根扣條則可組成另 1 個三角形，圖形變化的共通性 

特徵亦是 2 根扣條。這項發現與陳嘉皇（2013）的研究結果一致，即學生會透過「整

體幾何圖像」與「部分圖形要素」的基模進行物件共通性特徵的辨識。學生發現 2 根

扣條的數量可作共通性的單位，單位的倍數數量與圖次的數字有關，例如小信發現 

5 個連續的三角形可用 3 +（5 – 1）2 = 11 求得扣條的數量；小建則採取 1 + 5  2 = 11

的方式求得答案；最後，兩位學生皆連結圖形變化的公差與各圖次數字，形成一般化

規則。學生發現物件共通性與採用的姿勢與言辭行動之關係歸納如圖五。 

圖五：學生發現物件共通性跟採用的姿勢和言辭行動的關係 
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雖然兩位學生於發想階段指涉的物件不同，但可同時觀察到圖形的特徵與物件的

變化，從視覺化到發現物件的共通性歷程，兩位學生先透過圖像的姿勢配合言辭說明

圖形樣式的特徵，以視覺化產出對圖像特徵的知覺；隨後利用分析比對各項次物件增

加的數量（公差），抽離出圖形物件變化的規則，進一步採用直證和比喻的姿勢配合

言辭說明較大圖次物件的變化。當在逆算問題探索圖形數量時，則利用物件的共通性

特質同時採取圖像與比喻的姿勢，配合項次的數字建立關係，說明其解題的論點。這

行動一方面藉由圖形要素顯示其推理的來源，另一方面根據其對圖形物件變化抽離的

共通性規則以論證其圖形樣式的一般化，進而確定其產出的推理是有效的代數思考。 

圖形樣式物件結構關係連結分析 

表徵在一般化的歷程扮演指示物件的意義和表達問題結構的關係，學生如何運用

姿勢和言辭進行物件關係的連結以促進算術轉化至代數的思考，兩位學生的行動配合

圖六與圖七說明如下： 

小信繼續對三角形圖形一般化進行解釋［圖六中 6.1 至 6.4］，他透過手指指出三角 

形、正方形各有 3 個邊、4 個邊的圖形特徵［I］，然後借助手指重複指出三角形圖形

增加的共同差異值［每 1 個圖形增加的 2 根扣條，即公差］［D］；當要求說明需用

幾根扣條組合三角形圖形時，他轉回第一個圖形，用手指指出 2 根扣條［公差］，並

將圖形樣式的結構關係用手勢將圖形的形狀和公差一一組合起來［用手指畫出三角形

圖形，再比出 2 根手指代表 2 根扣條］，總結說出所欲三角形圖形所需的扣條為： 

邊數 3 +（圖次的數目 – 1）× 2［公差］［M］；小信亦利用他的手勢配合說明，指

出圖形結構之間公差與三角形圖形數量的關係，倒過來利用扣條求可組成多少圖形的

排列時，而順利解出答案［M］。 

小建亦透過手指指出三角形圖形［圖七中 7.1 至 7.4］具有 3 個邊的特徵［I］，借助

手指分離出第 1 個圖形兩個重要的要素：1 根扣條和右邊增加的 2 根扣條，描述三角

形圖形增加的共同差異值［增加的 2 條扣條，即圖形之間的公差］之特徵［D］；當

要求回答需用幾根扣條組合三角形圖形時，他將注意力轉回到第 1 個三角形圖形，用

手指指出圖形和 2 根扣條，並將三角形圖形的結構關係用手勢一一呈現出來，總結 

說出所欲圖形所需的扣條為：圖形最前面的扣條 1 +（圖次的數目）× 共同差異值 2

［圖形每次增加的扣條］；小建亦利用手勢指出圖形結構變數之間的關係，倒過來 

利用扣條求可組成多少個三角形圖形，順利解出答案［M］。 

上述兩位學生在圖形結構關係連結的行動，首先運用姿勢，將手指動作與語意 

連結，「代表」和「呈現」圖形的結構特徵，接着利用直證的姿勢指出圖形的結構與 
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圖六：小信對連續三角形圖形排列的說明 

 

 

 

 

 

圖七：小建對連續三角形圖形排列的說明 

 

 

 

 

 

 

變化的公差（共通性），並透過手指將差異值以單位的方式呈現說明，最後利用比喻

的姿勢說明各項次、公差與整個結構之間的關係，以及一般化代數式的意義與概念。

這階段學生採用的姿勢和言辭表達與前階段顯著不同之處，在於學生描述整個圖形 

結構物件關係時，因已明瞭物件公差的變化與整個圖形樣式結構的關係，所以毋須再

回顧存在的圖形要素，直接可採用比喻的姿勢說明圖形樣式結構的意義。 

手部姿勢和言辭表達協助學生發現圖形物件的意義以傳遞其一般化的具體本質，

這些姿勢和語言產生的特定標記和印象直接連結到學生發展的知覺性理解、運算的 

假設和期待，以及對樣式知覺動作的行為，最後建構並解釋一般化的規則應用。這與

Duval（2006）的發現一致：學生在作業初始時就獲得圖像的特徵，形成與說明結構 

有關的解釋，隨後從近至遠透過一般化初始建立的運算行為，從已知階段建構的必要

步驟轉化到特殊的少許案例上。從一般化發想階段開始，學生對圖像特徵的審視包含

建構和論證代數可用的規則，這樣的審視包含姿勢的處理和改變的認知行動，包含執

行圖形運算，結合姿勢、言辭和圖像的描述轉化成數詞和算式。歸納學生應用姿勢、

言辭與圖形樣式結構關係的連結如圖八。 

從圖八的運作歷程可提供代數思考教學的啟示： 

1. 傳統上代數思考的教學着重於代數符號與算式的表現，解釋和呈現問題的結構 

關係，然從研究發現，若提供機會給予學生解題，他們可藉由姿勢連結語意， 

思考與說明圖形物件的意義和結構中變數的意義，對於深化理解圖形樣式一般化

的本質具有助益，因此在一般化的歷程可鼓勵學生藉由姿勢與言辭等多元表徵 

指示其所觀察的事物。 

 6.1 6.2 6.3 6.4 

 7.1 7.2 7.3 7.4 
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圖八：表徵與一般化問題結構關係連結的關係 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 姿勢與語意的連結可作算術思考（數字運算）至代數思考（符號算式）之間良好

轉換的工具，透過姿勢與語意連結的應用，可協助學生比對、轉化與整合變數之

間的關係，其對於學生代數思考具有顯著功效，值得融入一般化教學應用。 

3. 將學生於一般化發想、連結和歸納歷程採用之姿勢和言辭的類型加以分析，學生

會因本身對圖形樣式的理解與知識基礎而採用不同的姿勢和言辭表現，從其行動

可判斷學生對一般化的程度，而得知其學習狀況，進而可掌握其學習進程。 

一般化不同算式等價認知分析 

一般化的目標在於使學生能夠發現問題中物件的共通性，歸納形成有效的算式 

解題，並將這規則應用擴展至其他情境，因此把問題算式之間等價關係的辨識、理解

視為代數思考教學的重點。兩位學生如何應用姿勢和言辭對一般化規則的等價進行 

認知，其行動敘述如下： 

小信用手指上下來回指着黑板的三角形與正方形圖形進行比較說明［圖九中 9.1 與 

9.2］［B］：每增加 1 個三角形需增加 2 根扣條［指着第 1 個三角形右邊的 2 根扣條］，

然後將手指指向正方形，說明每增加 1 個就要多用 3 根扣條［指着第 1 個正方形右邊

的 3 根扣條］，然後轉過身說：我推想五邊形的圖形，增加 1 個五邊形右邊應該會多

4 根扣條，也就是每增加 1 個圖形所增加的扣條和他的圖形的形狀有關，每次增加的

扣條是這個圖形的邊數字減掉 1，三角形增加 2 根，正方形增加 3 根，五邊形增加 

4 根，八邊形會增加 7 根［I & M］。10 個八邊形用 8 + 7  9 = 71 根就可以，前面的

八邊形有 8 根扣條［用手指畫出類似八邊形的圖形］［D］，每增加 1 個八邊形就多 7

根，後面 9 個八邊形就多 9 個 7；106 根扣條可以組成幾個八邊形，就將前面的八邊形

8 根扣條減掉，106 – 8 = 98，然後 98 再除以 7 = 14，14 個增加的加上前面的，14 + 1

就是 15 個八邊形［M］。 

姿勢動作與語意的連結 

姿勢動作

語言說明數字運算 

數學算式
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圖九：小信與小建對圖形排列等價關係呈現的姿勢與說明 

 

 

 

 

 

小信說明他與小建的策略不一樣之處：我的方法和小建的不同，因為我們看到的條件

不一樣，所以想法不一樣，但是都可以找到答案，而且答案都一樣，我是以第 1 個 

圖形為主，每增加 1 個三角形需要再補 2 根扣條，2 個就需補上 2  2 = 4，3 + 4 = 7，

表示排了 3 個三角形；但是小建是將第 1 個三角形圖形分成 1 根和 2 根扣條，以 1 根

為基礎，每個圖形都有 2 根，3 個三角形排列就用 1 + 2  3 = 7 算出需要的扣條，答案

都是 7［用手指來回指着三角形］［D & M］。我也看到跟小建一樣的規則，每增加 

1 個圖形所增加的扣條和圖形的邊數有關，每次增加的扣條是圖形的邊數減 1，三角形

增加 2 根，正方形增加 3 根，五邊形增加 4 根［M］。但是我的是從 3 根開始［指着

第 1 個三角形圖形的扣條］，每次增加 2 根，而小建是從第 1 個三角形 1 根開始加 2，

我的開始是從 3，跟他的不一樣［I］。 

小建指着正方形圖形［圖九中 9.3 與 9.4］，用手指頭圈出第 1 個正方形前面的 1 根 

扣條和另外 3 根扣條，說明此正方形可以由 1 + 3 根扣條的方式組成，第 2 個正方形

再增加 3 根扣條［I］，變成 1 + 3 + 3；第 3 個正方形再增加 3 根扣條，變成 1 + 3 + 3 

+ 3；第 10 個正方形就是 1 + 3  10 = 31，然後宣稱：第幾個正方形圖形要用的扣條，

就用圖形前面的 1 根扣條 + 幾個正方形  3 就能算出答案［I & M］。要如何算出 

八邊形圖形排列所需的扣條，他說：像正方形一樣，八邊形可以由 1 + 7 根扣條的 

方式組成，第 2 個八邊形再增加 7 根扣條，變成 1 + 7 + 7；第 3 個八邊形再增加 7 根

扣條，變成 1 + 7 + 7 + 7；對於 121 根扣條可以組成幾個正方形？他轉向第一個正方 

形，用手指指着說，121 先剪去這前面這一根扣條，120 再除以 3［指着後面正方形，

他們都增加 3 根］，等於 40，所以可以組成 40 個正方形［I & D］。 

小建說明與小信策略不同之處：我的發現每增加 1 個圖形所增加的扣條和他的圖形 

邊數有關，每次增加的扣條是圖形的邊數減 1，三角形增加 2 根，正方形增加 3 根，

八邊形增加 7 根［M］。但是我的是從 1 根開始［指着第 1 個三角形最左邊的扣條說

明］，每次增加 2 根，而小信是從第 2 個三角形開始加 2，他開始的數字是從 3，然後

再加上去［I & D］。 

 9.1 9.2 9.3 9.4 



120 陳嘉皇、梁淑坤 

上述兩位學生經由前階段圖形樣式關係的建構後，以圖像空間變化與數字為索引，

利用直證與比喻的姿勢配合言辭，解釋不同圖形之間等價關係和一般化規則的應用，

符應 Radford（2010）主張利用知覺和運算的理解，首先會產生圖形影像，再由空間和

數字關係而產生索引，成為洞察特殊符號與物件之間關係的邏輯結果，接着透過一些

算術運算與規則的操弄發現相同的法則，歸納應用到共通類型的物件上，產生一般化

的符號。這行動亦呼應 Dörfler（2008）之一般化歷程中物件轉化成符號建立規則的 

進程。兩位學生的姿勢在一般化歷程各階段運用的類型有所不同：前符號階段是種 

知覺和運算的理解，受到圖像相似形式（共通性）的影響，因此需大量運用圖像和 

比喻的姿勢配合言辭以說明物件的共通性；而在非符號的階段，學生須經由空間關係

產生索引，然後採用索引的方式成為洞察特殊符號與其物件之間關係的邏輯結果， 

因此採用直證與比喻的姿勢配合言辭作索引工具，呈現代數有用結構的案例，支持 

算術的產生，成為圖形樣式情境裏具體的變數；最後在符號階段，為形成公式傳遞 

樣式物件之間的關係及探索其等價關係，除運用跳動的姿勢連結圖像特徵的比對外，

學生大多採用比喻的姿勢說明物件的等價關係與解題應用。 

學生建立一般化算式等價關係採取的策略可歸納為（1）運算結果的驗證，（2）

算式結構的比對，及（3）物件關係的比對等三種（如圖十）。 

圖十：學生一般化算式等價認知採用的策略 

 

 

 

 

 

 

 

1. 運算結果的驗證─ 將同一圖形排列問題所需扣條數目計算得出的結果加以 

比對，得知解題的想法和方式不同，但結果仍一樣。 

2. 算式結構的比對─藉由圖形排列的發展，發現每次增加圖形所需的扣條與圖形

形狀的邊數有關，皆能解釋增加的數目是圖形形狀的邊數減掉 1，且排列的圖形

（除第 1 個圖形外）所需扣條數目可採用「圖形形狀邊數減掉 1  圖次的數字」

獲得，理解圖形排列的同構性質。 

3. 物件關係的比對─ 分別以整體幾何圖像和抽離圖形結構要素的方式為解釋 

解題公式的基礎，並比對其間規則異同之處，而明白圖形排列的解題可採用不同

方法運算，最終仍能獲得相同結果。 

一般化算式

等價的認知

1. 運算結果的驗證 

2. 算式結構的比對 

3. 物件關係的比對 
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兩位學生採用不同策略協助對算式等價性質的理解，亦從比對分析的歷程明白 

不同算式之間等價的關係。對於促進代數思考所欲建立的目標：利用表列式描述問題

結構的關係並擴展應用解題，是教學上可以思考運用的資源，教師可針對學生的特質

採用這些策略增進一般化的能力。 

代數概念轉變分析 

算術至代數思考之間是否能平順轉化，可由一般化過程中學生如何對物件的指示

加以分析而理解。兩位學生如何將圖形的物件、結構關係透過代數思考呈現與指示其

意義，可從以下敘述加以探討： 

小信說：變成 4 個三角形就要加上 3 個 2［用手指畫出 2 根扣條形成一三角形，然後

從第 2 個三角形開始依次指到第 4 個三角形］；變成 5 個三角形就要加上 4 個 2［用

手指畫出 2 根扣條形成一三角形，然後從第 2 個三角形開始依次指到第 5 個三角形］；

如果要找出 10 個三角形需要幾根扣條？就用 3 +（10 – 1） 2 = 21 就可以找到答案；

15 個三角形就用 3 + 14  2 = 31 找到，因從第 2 個三角形開始，每增加一個三角形，

就得增加 2 根扣條［D］。 

51 根扣條可以組成多少個三角形？小信指着黑板的圖形說：只要先將第 1 個三角形 

3 根扣條減掉 51 – 3 = 48，然後用手指着 2 根扣條並把他圈起來當成一個單位，對着

同學說：大家看！增加 1 個三角形就要增加 2 根扣條，總共增加了 48 根扣條，除以 2

就是增加了 24 個三角形，48  2 = 24，24 + 1 = 25！加上第 1 個三角形，總共就是 25

個三角形［I & M］。 

小建從桌上拿起 4 根扣條［紅色］組成 1 個正方形，再拿起 3 根扣條放在第 1 個正方

形旁邊，指着說：要形成第 2 個正方形就需要增加 3 根扣條，隨後組出 2 個相連的 

正方形，總共是 1 + 3 + 3 = 7 根扣條；再加上 3 根扣條就可以變成 3 個正方形，指着

黑板的圖形說 1 + 3 + 3 + 3 = 10，1 + 3 + 3 + 3 再加上另外 3 根扣條就可以形成 4 個 

正方形，所以每增加 1 個正方形就增加 3 根扣條，組成 10 個正方形就將 1 加上 3 一直

加 10 次，所以總共要 1 + 3  10 = 31 根扣條［I & M］。 

61 根扣條可以組成幾個正方形？小建指着黑板圖形的第 1 個正方形說：先將 61 – 1 = 

60，然後再除以 3，因為增加 1 個正方形需用到 3 根扣條［指着後面正方形圖形的 

3 根扣條］，用 60  3 = 20，可以知道排列了 20 個正方形［D］。 

上述說明可將學生的代數概念轉化，歸納如圖十一所示，其意涵如下： 
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圖十一：圖形樣式作業之一般化歷程代數概念的發展 

 

 

 

 

1. 指示圖形樣式中物件的數量─在一般化的過程中，學生首先將發現的物件共同

性（圖形變化的公差）視為一個單位量加以運算，此單位量是一定數，指示着 

圖形排列時，每增加一單位量（2 根扣條）即可再組成另一三角形。 

2. 指示圖形項次的數字序號─ 隨後發現圖形排列所需的扣條數目，可連結圖次 

數字序號乘以圖形變化產生的公差（單位量）獲得，第 n 個圖次所需的扣條數量

（可組成相同圖形排列）即採取 n  d（單位量）即可。 

3. 指示圖形結構關係的未知數─ 最後學生正確地以其一般化建構的算式，呈現 

圖形樣式排列所需扣條數目，此公式是連結問題結構中相關物件的關係，可擴展

應用至更遠的圖形項次，當欲求更遠圖形項次所需扣條數目，或從扣條數目逆算

幾個圖形，皆可利用此公式進行解題。 

上述學生一般化歷程中代數概念的發展就像 Rivera（2010）與 Radford（2010）的

主張：學生會以前符號、非符號與符號的模式進行，先採取知覺和運算的理解，利用

物件來進行推論。此時，學生採用非符號的姿勢，看成洞察特殊符號與其物件之間 

關係的邏輯結果。再者，透過算術（如運算與規則的操弄）發現相同法則，產生符號

以歸納應用到普遍共通的物件上。依據符號的發展，學生在樣式一般化歷程中呈現的

代數本質，可作結構的狀態、關係的化約和圖形要素的描述等進行解釋和運用。 

學生於一般化歷程中展現的代數概念轉化，不僅為圖形物件和結構關係賦予意義，

同時亦呈現運算思考的方式：例如當代數指示樣式中物件的數量時，學生對於所欲 

探索圖形排列的扣條數量，採用公差累加運算求得其解；另外當代數的概念指涉圖形

項次的數字序號時，則利用乘法關係思考運算求得其解；而當代數指涉圖形結構的 

未知數時，會利用結構關係思考運算求得結果。代數概念的發展，與一般化路徑各 

行動的展現息息相關，可將學生的表現加以整理如表一所示。 

例如在一般化路徑發想階段，學生利用視覺化整體圖形或圖形要素，知覺圖形 

物件的共通性，此知覺是以具體物件變化的特徵為基礎，透過姿勢、語言解釋說明 

物件的意義，如何求出答案則採用公差累加運算方式，得到圖形排列所需扣條數量。

所以一般化歷程中變數概念的轉化能否成功，需與路徑中各行動所需的概念和運算 

基模配合才能完成，即學生一般化要能成功，路徑中對圖像物件共通性的知覺、物件

共通性的描述、表徵的應用、運算思考方式及代數概念的轉變等各項能力均相輔相成，

缺一不可。 

指示圖形樣式中 

物件的數量 

指示圖形項次 

的數字序號 

指示圖形結構關係 

的未知數 



姿勢、言辭表徵與代數思考之研究 123 

表一：學生於樣式一般化路徑表現與代數概念轉變的行動 

一般化路徑 
對圖像物件 

共通性的知覺 

知覺物件 

共通性的描述 
表徵的應用 運算思考方式

代數概念 

的轉變 

發想階段 視覺化整體圖形

或圖形要素 

以具體物件變化

的特徵 

姿勢、語言 運用公差累加

運算 

指示樣式物件

的數量 

連結階段 比對分析物件變

化的數量 

轉換成數字作物

件變化的臆測 

數字、語言 利用乘法關係

思考運算 

指示圖形項次

的數字序號 

歸納階段 配合項次數字形

成規則 

採用表列式呈現

變數結構的關係

數學算式、 

語言 

利用結構關係

思考運算 

指示圖形結構

關係的未知數 

結論與建議 

本研究旨在探索學生如何在圖形樣式的問題中利用姿勢配合言辭進行一般化， 

理解他們如何對一般化各階段物件辨識出共通性，對物件進行結構關係的連結，對 

產出不同算式的等價進行認知，對一般化路徑中代數概念的轉變持有何種觀點。總結

發現可歸納以下結論： 

1. 學生於一般化發想階段運用視覺化整體圖形或圖形要素，比對分析物件變化的 

數量與配合項次數字形成規則等方法，配合圖像的、直證的與比喻的姿勢辨識 

一般化各階段物件產出的共通性。 

2. 學生於一般化連結階段大多運用直證的和比喻的姿勢與語意做連結，配合數字、

符號算式等多元表徵，對問題結構進行關係的連結。 

3. 學生以比喻的姿勢配合運算結果的驗證、算式結構的比對、物件關係的比對等 

策略，以作一般化產出之不同算式等價認知的基礎。 

4. 對一般化路徑中代數概念的演變以指示樣式物件的數量、圖形項次的數字序號、

圖形結構關係的未知數等觀點持續發展。 

本研究的發現整合與驗證了先前 Rivera（2010）與 Radford（2010）的研究觀點 

（見表一），可提供對學生一般化歷程展現的行動更加完整與細緻的理解，包含學生

如何運用姿勢配合言辭呈現圖形樣式各階段物件的共通性，如何解釋與表達圖形結構

中物件關係的意義，藉由知覺和運算的理解，利用物件進行推論獲得不同算式間等價

的認知，且將代數當作指示結構狀態、關係化約和圖形要素描述等符號進行解釋和 

運用。這些發現可一窺學生一般化歷程的全貌和進程，協助教師掌握圖形樣式教材的

特徵，安排適當的教學軌道，提升教師「代數思考的眼睛和耳朵」之專業能力。 

另外，本研究運用姿勢配合言辭來分析學生一般化的架構，從中了解一般化表現

與姿勢之間的關係（表二），可協助學生有力轉移算術至代數思考，其應用可增進 

學生代數思考的能力。 
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表二：姿勢與一般化行動的關係 

姿勢 運用時機說明 

圖像的 敘述圖形重要特徵或舉例說明共通性特質，適合單一圖次物件特徵的描述 

直證的 說明圖形整體結構或補充說明某補充條件，適用於跨越兩個圖次以上物件結構變化的描述 

比喻的 對較遠圖次結構說明或對圖形樣式歸納的算式進行解釋，適合對整體一般化規則的描述 

跳動的 比較分析具同構性質或規則但不同形狀的圖形，適合對兩種以上圖形樣式產出一般化規則 

比較分析的描述 

 

再者，學生成功完成代數思考所呈現的多元策略，包括用於知覺各階段物件產出

的共通性、對問題結構進行關係連結、對不同算式等價的認知等策略，以及指示代數

概念的演變，皆可提供教師平順轉移學生算術至代數思考有效的資源，並可用於促進

學生解題的表現；學生提供的多元策略與解題方法亦可令教師省思、理解如何引導 

學生學習代數思考，弭平算術至代數之間的縫隙，順利銜接。 

由學生一般化歷程展現的行動，得知成功的代數思考須包含物件共通性特質的 

辨識、代數概念的轉變、等價的認知等，其中最有趣的是 Rivera（2010）與 Radford 

（2010）等學者提出的前符號、非符號與符號的概念模式，這些進展牽涉到學生對於

指示物件和結構意義有關代數概念的發展。本研究初步發現學生在圖形樣式一般化的

歷程中，會將代數當作結構狀態、關係化約和圖形要素描述等符號進行解釋和運用；

這符號指示與代數概念的發展具有何種關連，日後可再深入探討，相信對學生代數 

學習有關符號應用的問題將能迎刃而解。 

另外，學生應用姿勢、語言、數字、符號、算式等解釋與說明一般化的行動，除

具有協助其表達對問題的認知、轉化概念的意義、連結結構關係等功能外，還可協助

教師從其表徵的應用了解學生如何進行和思考算術至代數間的轉化，以及是否真正 

理解問題，對促進師生概念交流與互動具有正面效果與價值，因此建議教師教授代數

思考時，應充分提供機會鼓勵學生應用多元表徵，相信代數思考教學對教師將不再是

難題。 
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Study of Gestures, Verbal Presentation and Algebraic Thinking 

Chia-Huang CHEN & Shuk-Kwan S. LEUNG 

 

Abstract 

This study investigated how students generalize graphic patterns, aiming to understand how 

they utilize words and gestures at each phase of generalization, how they identify links between 

problems and recognize the equivalence of generalized equations, and how their understanding 

of algebra evolves. We conducted a case study of two sixth-grade students from a public 

elementary school in southern Taiwan, using video recordings, interviews and writing to collect 

data, which was then analyzed qualitatively. The study found that: (a) In the concept phase, 

students form rules by using visual graphics to compare changes in objects and item numbers,  

in accordance with the common elements of iconic, deictic and metaphoric gestures and 

perceptions. (b) In the linking phase, most students use deictic and metaphoric gestures and 

semantics, along with numbers and equations, to identify relationships in the problem structure. 

(c) Students employ strategies such as verifying metaphoric and computational outcomes, and 

comparing equation structure and object relationships, to comprehend the equivalence of 

different equations. (d) Students continue to develop their understanding of algebraic concepts 

based on item numbers, numbering of symbols, and the unknowns of relationship diagrams. 

Recommendations on diverse permeation and the relationship between development of algebraic 

concepts and symbol indication were provided. They can serve as references in advancing 

algebraic thinking. 

Keywords: generalization; algebraic thinking; gesture; graphic pattern 




